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Les nombres complexes I

Ecrire un nombre complexe sous forme algé- Linéariser ou développer une expression fai-
brique sant intervenir des sinus et/ou des cosinus
Ferire un nombre complexe sous forme ex- Déterminer les racines carrées ou les racines
ponentielle n-iemes d’'un nombre complexe

Interpréter géométriquement le module Résoudre une équation du second degré a
d’un nombre complexe coefficients complexes

Rappeler les formules de Moivre et d’Euler Déterminer les antécédents d’'un nombre

complexe par la fonction exponentielle

I Premiéres définitions

Il existe un ensemble C contenant R ainsi qu’un élément ¢ vérifiant :
(i) i = —1;
(ii) tout élément de C s’écrit de maniere unique sous la forme a + b, avec a et b des nombres réels;

(iii) les opérations + et x sur C prolongent celles existant déja sur R en conservant leurs propriétés.

Définitions 1.2. Les éléments de C sont appelés nombres complexes. L’écriture z = a + b avec a et b deux nombres réels est
appelée forme algébrique du nombre complexe z. Les réels a et b sont appelés partie réelle et partie imaginaire de z. On note
a = Re(z) etb = Im(z).

Propriétés 1.3. Soient z et 2’ deux nombres complexes. Alors :
(i) Re(z +2') = Re(z) + Re(?')
(i) Im(z + 2’) = Im(2) + Im(2’).

L1 Représentation géométrique des nombres complexes

.. . R . —-
Dans tout ce qui suit, on munit le plan d’un repere orthonormal direct (O, @, j).

Définition 1.4. Soit z € C. On appelle point d’affixe z le point M de coordonnées (a, b), ot a = Re(z) et b = Im(z). On note
souvent M(z).

Remarque 1.5. Cette définition permet d’identifier le plan a C.

Illustration 1.6.

M (a + ib)

i,

s.\l/\r

0)

Propriété 1.7. Si M est le point d’affixe z, alors le point M’ d’affixe —z est le symétrique de M par rapporta O.

e

g




Les nombres complexes

Tllustration 1.8.

M(z)
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L2 Conjugaison

Définition 1.9. Soit z = a + b avec a et b deux nombres réels. On appelle conjugué de =z et on note Z le nombre complexe
a — ib.

Propriété 1.10. Si M est le point d’affixe z, alors le point M d’affixe Z est le symétrique de z par rapport a 'axe des abscisses.

Tllustration 1.11.

M(z)

e .

= :

J 1 1

ol at

AT e e o

M'(2)
Proposition 1.12
Soient z et 2’ deux nombres complexes. Alors :
() z+2=z+72 (iii) Siz#Oalors®:%

(i) 72" = 2o (i)

I3 Module d’'un nombre complexe

Définition 1.13. Soit z = a 4 ib un nombre complexe écrit sous forme algébrique avec a € R et b € R. On appelle module de
|z| = Va2 + b2.

Remarque r.14. Soit M le point d’affixe z. Alors, |z| correspond  la longueur OM.

z et on note |z| le nombre réel positif :
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Propriété 1.15

Soit z € C. Alors, |z|? = 2Z.

Propriété 1.16. Si A et B sont deux points d’affixes respectives z 4 et z, alors :

AB = |ZB - ZA|.
A e
Soient z et 2’ deux nombres complexes. Alors :
) |22 =7 &< 1FA (iv) [2|=0 <= 2z=0
(ii) || = |z
(iif) Siz# Oalors | 1] = 1 (v) |z + 2| < 2| +|#'| (inégalité triangulaire).
I.4 Exponentielle imaginaire
Définition 1.18. Soit 6 € R. On pose :
i0

e’ = cosf +isinf.

Remarque 1.19. Le point daffixe e’ se situe sur le cercle unité. Rappelons que le cercle unité est l'ensemble des points situés
a une distance 1 de l'origine. Or, si M est d’affixe e? alors :

OM = V/cos20 +sin?6 = 1.

Illustration 1.2.0.

Exemples .21, € = 1,¢"/2 = j,e="/6 = /3/2 — i/2.

Proposition 1.22.
e o]

Soit 6 € R. Alors :

Remarque 1.23. Soient a, b et ¢ trois nombres réels. La notation a = b [¢] signifie que a et b sont égaux 2 un multiple (positif
ou négatif) de ¢ pres, cest-a-dire qu’il existe un entier relatif k € Z tel que a = b + ke.
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Proposition 1.24

Soientd € Retd € R. Alors :

N

¢ =¥ — 6=0¢[2n].

Proposition 1.25

T

Soientd € Retd € R. Alors :

) 0 w5 )
61'(9+0 - eweze )

[(RR __& N

Corollaire 1.26 (Formule de Moivre) )

~ Soientk € Zetf € R. Alors :
- (eie)k — ikt

Remarque 1.27. Attention ! Cette formule n’est valable que pour k € Z. En effet, pour k = 1 et§ = 27, 0na (eie)k # eik?

puisque :
{(e“’)k _ (ei27r)1/2 -1

eikG — e'i7r = _1.

Proposition 1.28 (Formules d’Euler)
[— e

Soit # € R. Alors:

et 4 e—if i _ o—i0
cosf) = —— et sin = ——
2 21

g W

Ls Argument d’un nombre complexe non nul

Théoréme 1.29
e o]

Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un réel § unique a 27 pres tel que :

= _ o,
||

- Définition 1.30. Tout réel 6 tel que z = |z]e? est appelé argument de z et on note arg(z) = 6 [27].
Remarque 1.31. Le théoreme 1.29 signifie que si 6 est un argument de z, alors l'ensemble des arguments de z est 'ensemble des
réels 6’ qui s’écrivent 0" = 6 [27].

Remarque 1.32. Si M est le point d’affixe z, alors arg(z) = (7, OM ) [27].

Illustration 1.33.
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Exemple 1.34. arg(—1) = arg(e'™) = 7 [27].
Exemple 1.35. Déterminons un argument du nombre complexe z = 1 + 4. Ona|z| = V12 + 12 = \/2et:

1 o1 - in/4
z=12 <ﬁ + Zﬁ) = V2(cos(/4) + isin(r/4)) = V2e™/4.

Ainsi : -
arg(1+1) = 1 [27].
Remarque 1.36. Attention! Largument du complexe z = —e'™/2 n’est pas 7/2. En effet :
_eim/2 — gimein/2 _ gilmn/2) _ oisn/2 arg (_em/z) = 3; [271].

Définition 1.37. Soient z un nombre complexe non nul et § un argument de z. Posons r = |z|. L'écriture z = re'? est appelée
forme exponentielle (ou forme polaire) de z.

Exemple 1.38. En reprenant les calculs effectués a l'exemple 1.35, on obtient : 1 + i = /2 ei™/4.
1 Déterminer arg(1 + iv/3) et écrire 1 + i1/3 sous forme exponentielle.

E Proposition 1.39
e . 23

Soient z et 2’ deux nombres complexes non nuls. Alors :

(i) arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) [2n] (iv) arg (1) = —arg(2) [27]

(i) arg(z) = —arg(z) [2n] (v) Vk € Z,arg(2"*) = karg(z) [27].
(iii) arg(—z) = arg(z) + 7 [27]

Proposition 1.40
T

Soient z et 2’ deux nombres complexes non nuls. Alors :
il aglz=0(r] — zcR
(ii) ==2= 2| = |elbaarglz)="arg(2)) [2n]).

Proposition 1.41

Soient A, B, C et D quatre points 2 a 2 distincts et d’affixes respectives z4, zp, z¢ et zp. Alors :

arg(zp — z4) = (7,A§) 2 coa i (ZB — ZA) = (Cﬁ) [27].

2D — ZC
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Hlustration 1.42. La premiere propriété traduit le fait que les coordonnées du vecteur A g sont, en terme d’affixe, zg — z4. De
plus, d’apres les propri¢tés des arguments, on sait que :

arg <ZB = ZA) = arg(zp — z4) — arg(zp — z¢) [27).

2D — 2C

La deuxieme propriété traduit donc le fait que I'angle entre C'D et AB s’écrit comme une différence. Pour I'illustrer, on a

placé les vecteurs ABetCDA Torigine.

AB e s
ﬁ s g
i 4 arg(zp — z4) =

6'—6 arg(zp — z¢) = (i_>,CD ) =0 [27]
0/

b,

Q
N.\L\r

II  Formules trigonométriques

ILi  Linéarisation d’une expression

Linéariser une expression, cest la mettre sous forme d’une somme. Pour nous, il s'agira de transformer un produit de cosinus
et/ou de sinus en une somme. Pour ce faire, on utilisera les formules d’Euler.

Exemple 1.43. Supposons que 'on veuille linéariser pour z € R Iexpression cos(z)? sin(x). On utilise alors les formules d’Eu-
ler, on développe le produit, puis on regroupe les exponentielles d’arguments opposés pour utiliser 2 nouveau les formules

d’Euler :
eiz‘ + e—iz‘ 2 eim _ e—im
s = (£47) (£557)

— g (612;1: 4+ 24 677,21') A (ezz _ efzz)
_ 8_ (613;1: _ el | 9T _ QeI | oI 67231)
13
1 ei3z _ e—i3ac 1 eix _ e—iac
== -
4 2 4 27
1
= Z(sin(&r) + sin(z)).

@ Soit z € R. Linéariser cos(z) sin(x) a I'aide de la méthode précédente et retrouver la formule de trigonométrie usuelle
correspondante.

I Développement d’un sinus ou d’un cosinus

A Taide de la formule de Moivre, on peut développer pour n € Z et = € R les expressions du type sin(nx) et cos(nz) et les
exprimer en fonction de cos(z) et de sin(x).

Exemple 1.44. Soit § € R. Exprimons cos(36) et sin(36) en fonction de cos(0) et de sin(f) en utilisant la formule de Moivre.
Ona:
! 130 _ (e¢9)3

i.e.

cos(30) + isin(30) = (cos(f) + i sin(0))3.
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En développant le membre de droite, on trouve que :
cos(36) 4 i sin(36) = cos®(#) + 3icos(#) sin(f) — 3 cos(#) sin®(0) — isin*(6).

D’ou, en identifiant les parties réelles et imaginaires :

cos(36) = cos®(#) — 3 cos(f) sin?(6)
sin(30) = 3 cos?(#) sin(f) — sin®(6).

Exprimer sin(26) 2 l'aide de sin(6) et de cos(f) en utilisant la méthode précédente.

III Résolution d’équations

I Racines carrées d'un nombre complexe
i R d b 1

Proposition 1.4
e e ]

Soit A € C*. Alors, il existe exactement deux nombres complexes § et —4 tels que 6% = A.

Définition 1.46. Un nombre complexe 6 tel que §2 = A est appelé une racine carrée de A.

Remarque 1.47. Soit z un nombre réel positif. On définit la racine carrée de 2 comme étant le nombre réel positif qui, élevé
au carré, vaut x. Ce choix permet d’écrire :
NETERVENY

Cependant, pour un nombre négatif (ou un nombre complexe), il n’y a pas de choix satisfaisant. En effet, si on pouvait définir
une fonction racine carrée sur C compatible avec le produit, alors on pourrait écrire :

1= VI= VD) (D) = VAT VT = (VET = 1

ce qui est impossible. La fonction racine carrée n’est donc pas définie sur C et écrire v/A pour un nombre qui n'est pas positif
n’a pas de sens.

Attention. Ne jamais définir une racine carrée 6 de A par :
«s0itd = VA » ou «so0it 02 = A »
mais écrire 2 la place : « soit § une racine carrée de A » ou «soit§ € C tel que §2 = A ».
Exemple 1.48. Déterminons les racines carrées de A = 1 4 7. Une méthode consiste 4 écrire A sous forme exponentielle :
A =V2(V2/2 +iV2/2) = V24,
Ainsi, les racines carrées de A sont :
51 = V2e™8 et §y = —v/2e/8 = /2eme /8 = /261978,

Une autre méthode consiste a poser § = a + ib avec a et b deux nombres réels et 4 résoudre 'équation 52 =A.0Ona:

|5|2_|1+i| (L2—|—b2=\/§ 2(L2:\/§—|—1
P =14+i < - = {a2-pr=1 = {2 =v2-1
a2+ i2ab—b2=1+1
2ab =1 2ab=1.

La troisieme équation permet de dire que a et b sont de méme signe. On en déduit que les deux racines carrées de A sont :

\/(\/§+ 1)/2+i\/(\/§— 1)/2 et — \/(\/5+ 1)/2—¢\/(\/§— 1)/2.
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A partir de cet exemple, déterminer la valeur de cos(7/8).

@ Déterminer les racines carrées de A = 8 + 64.

III.2  Equations du second degré 4 coefficients complexes

[~ A
Soienta € C*, b € Cetc € C. On considére I'équation :

(B a2z + bz SEE=,

On appelle discriminant de (E) le nombre complexe A = b% — 4ac.
(i) Si A =0, alors (E) admet une solution (dite double) donnée par :

—b

(ii) Si A # 0, alors (E) admet deux solutions données par :

5 _—b—5 i 5 _—b+5
T 8~ 2

ol1 § est un nombre complexe tel que 6% = A.

Remarque 1.50. Soient § et — les deux racines carrées de A. Alors, si on choisit —6 4 la place de d, les roles de z; et de z; sont
échangés. On obtient donc bien les mémes solutions.

Exemple 1.51. Résolvons dans C I'équation (E) : 22 + 1 = 0. Son discriminant est A = 0 — 4 = —4. Posons § = 2i. Alors

6% = A. Les solutions de (E) sontdonc: z; = =30 = —jetzp = =5 = .

Résoudre I'équation d’inconnue z donnée ci-dessous :

22— (14i)z2—-2—i=0.

III.3 Racines n-iemes

Ill3.1  Racines n-iémes de Punité

Définition 1.52. Soit n € N*. On appelle racine n-i¢me de unité tout nombre complexe z tel que z” = 1. On note U,
I'ensemble des racines n-iemes de 'unité.

Exemple1.53. U; = {1} et Uy = {—1;1}.

Exemple 1.54. Quelles sont les racines quatriemes de 'unité ? On résout : z* = 1. On sait que :
A 1= D2 +1) = (- D)(z+1)(z—i)(z+1).

On en déduit qu’il y a 4 racines qui sont 1, —1, i et —i. Donc Uy = {1; —1;4; —i}.

Remarque 1.55. Cette méthode ne fonctionne que dans des cas tres particuliers. En effet, comment résoudre, par exemple,
T_—_1?
2zl =1

En écrivant z sous forme exponentielle et en identifiant modules et arguments, résoudre 'équation 27 = 1.
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Théoréme 1.56

2km

Soit n € N*. Les racines n-itmes de 'unité sont les n nombres complexes deux a deux distincts de la forme et n pour
k€ (05

Exemple 1.57. Les racines cubiques de I'unité sont 1, e2/3 et e¥47/3,
Proposition 1.58
e ., |
. . o\ . 7 7 . j2km
Soient wy, . . ., wy—1 les n racines n—i¢mes de Punité définies par wy, = ¢*™» pour k € [0,n — 1]. Notons My, ..., M, _,
les points du plan complexe d’affixes respectives wy, . . ., wy—1. Alors, Mo M, ... M,,_; est un polygone régulier 2 n cotés de

centre O.

Hlustration 1.59. Pour n = 5, on obtient un pentagone.

otdm /5

67 /5

ITL.3.2  Racines n-i¢mes d’un nombre complexe

Définition 1.60. Soit a € C*. On appelle racine n-i¢me de a, tout nombre complexe = solution de I'équation 2™ = a.

Pour déterminer les racines n-iemes d’'un nombre complexe non nul, on utilise le théoreme portant sur les racines n-iemes de
Punité.

Exemple 1.61. Déterminons les racines cubiques de o = 12 — i12v/3. Commengons par écrire a sous forme polaire :
1 )
12 — 7,]_2\/5 =24 (5 _ Z?) — 246_“1—/3.

On remarque que, grice 4 la formule de Moivre, 12 — i124/3 sécrit :

. 3 . 3 . 3
12 i12v3 = 24 (e77/0) " = (241/3e7m/0) " = (29/3e7m0)

Ainsi, pour tout z € C,
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B =12-i12V3 = * = (2\/§e—m/9)

<~ =1
(2\/§C z7r/9)

z 3_1
<2\3/§e—i7r/9> -
z
-4 W € Us.

D’apres le théoreme sur les racines n-iemes de 'unité, on en déduit que z est une racine cubique de o si et seulement s’il existe
un entier k € [0, 2], tel que

2\3@;/9 = i2km/3 i.e. z= 2\/§e—m/9 i2km/3 _ 2\/561(619 /9
e—’Lﬂ'

Les racines cubiques de  sont donc : 2¢/3e™%7/9, 2{/3e7/9 et 24/3 117/,

Déterminer les racines quatriemes de 1 — .

IV Exponentielle d’'un nombre complexe

Définition 1.62. Soit z € C écrit sous forme algébrique z = a + ib avec a et b deux nombres réels. On définit I'exponentdielle
de z comme étant le nombre : '
exp(z) = ee™® = e (cos(b) + i sin(b)) .

Exemple 1.63. Soit z = In(2) + im /4, alors :
e* = el e/t = 2ei™/4 = \/2 1 iV/2.
Remarque 1.64. Si z est un réel, z = a + i0, alors :
exp(z) = e = e
De méme, si z est imaginaire pur, z = 0 + ib, alors :
exp(z) = e =™,

La fonction exponentielle ainsi définie prolonge donc la fonction exponentielle réelle ainsi que la fonction exponentielle
imaginaire. C’est pourquoi on note souvent e* plutot que exp(z).

Proposition 1.65

Soient z et 2’ deux nombres complexes. Alors :

(i) e_+z = e%e? (iii) e* #0
(ii) (e?) =¥ T

e?

Exemple 1.66. Résolvons I'équation d’inconnue z € C suivante :

(B): ¢ =1+i.

Notons z = a + ib o1 a et b sont deux nombres réels. Ecrivons 1 4 4 sous forme trigonométrique :

1+i:\/—<\/——+1£> — V2eim/4,
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a =1In(v/2)

e =14i < %" =2t —
b=m/4[27].

On en déduit que I'ensemble des solutions de (E) est : {hl% +1 (% + 2k7r) , ke Z} .

, . . , ) . 1
@ Déterminer I'ensemble des solutions sur C de 'équation suivante : e* + — =0.
e

& Attention. La fonction In n’est pas définie sur C. On ne peut donc pas écrire :

e =1+i < z=In(1+1).




Traduire un énoncé a laide de quantifica-
teurs

Ecrire la négation d’une assertion
Ecrire la contraposée d’une implication

Etablir des tables de vérité pour identifier des

S’exprimer et raisonner en rnathématiques

Distinguer les notions de condition néces-
saire et condition suffisante

Distinguer les différents types de raisonne-
ments (disjonction de cas, contraposée, rai-
sonnement par labsurde, analyse-synthese,
récurrence)

assertions synonymes

I Symboles ensemblistes

I.1 Notions densemble et d’élément

Définition 2.1. Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments. Si 2 est un élément de E, alors on note z € E.
Sinon, on note x ¢ FE.

Remarque 2.2. On peut se représenter un ensemble par un sac. Ce que contient le sac sont ses éléments.

Exemple 2.3. Lensemble constitué des entiers 0 et 1 est noté {0; 1}.

Définition 2.4. Soient E et F' deux ensembles. On dit qu’ils sont égaux et on note £ = F si ils contiennent les mémes
éléments.

Remarque 2.5. Il n’y a pas nécessairement de relation d'ordre dans un ensemble. Il n’y a pas non plus de répétition des élé-
ments. Ainsi: {0;1} = {1;0}.

Définition 2.6. On appelle ensemble vide et on note & I'ensemble ne contenant aucun élément (penser a un sac vide).

Remarque 2.7. Lensemble {&} n'est pas 'ensemble vide : c’est un ensemble constitué d’un seul élément, cet élément étant
ensemble vide.

Définition 2.8. Soient E et F' deux ensembles.

* On appelle intersection de E et de F' I'ensemble E N F' dont les éléments sont les éléments communs a E eta F.
* On appelle réunion de E et de F I'ensemble E U F dont les éléments sont les éléments de E et les éléments de F.

Exemple 2.9. Soient E et F les ensembles définis par £ = {0;1;2;3;4;5} et F = {0;2;4;6}. Alors:
ENnF ={0;2;4}, EUF ={0;1;2;3;4;5;6}

Exemple 2.10. Notons R I'ensemble des réels positifs. Alors R* NZ = Net NURT = R*.

I.2 Inclusion d’ensembles

Définition 2.11. Soient E et F' deux ensembles. On dit que E est inclus dans F' et on note E C F si tous les éléments de E
sont aussi des éléments de F.

Exemples 2.12. {1;2} € {1;2;3}etNCZCQCRcCC.

II Rudiments de logique
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II.1  Assertions

Définition 2.13. Une assertion est un énoncé mathématique défini sans ambiguité et pouvant étre vrai (V) ou faux (F).

Exemples 2.14. Les énoncés suivants sont des assertions :
- P 1: 1 < 2
cP:0<0
* P3 : Le nombre 2" est un entier positif.
* Py : Siz est un nombre réel négatif, alors sa valeur absolue est égale a z.

213

Exemple2.15. La phrase « f (z) = z? est croissante» n'est pas une assertion car la fonction f est mal définie (suivant son espace
de départ, cette phrase peut étre vraie ou fausse).

Remarque 2.16. Il arrive qu’une assertion P dépende d’un parametre x (ou de plusieurs parametres ,y, z, . . .), on la notera
dans ce cas P(z) (ou P(z,y, 2, ...)) au lieu de P.

Exemples 2.17. Les énoncés suivants sont des assertions :
* Pi(z):x>0
* Py(a,b) :a+b=0.

Définition 2.18. Deux assertions P et () ayant les mémes valeurs de vérité sont dites synonymes. On note P = @ lorsque P et
@ sont synonymes.

Exemple 2.19. Soit n € N. Alors les assertions suivantes sont synonymes :

* P(n) : «nest pair »
* Q(n) : «n 4+ 1estimpair ».

II.2 Négation

Définition 2.20. La négation d’une assertion P est I'assertion prenant la valeur Fausse lorsque P est Vraie et inversement. On
la note non(P) (ou encore =P ou P).

Exemple 2.21. Soient z € Ret P(x) : > 2, alors non(P(z)) : x < 2.

Remarque 2.22. On peut aussi dire que I'assertion non(P) est définie a Iaide de la table de vérité suivante :

P | non(P)
\4 F
F \%

Proposition 2.23

Soit P une assertion, alors non(non(P)) = P.

Démonstration. Ecrivons la table de vérité correspondante.

P | non(P) | non(non(P))
\ F
F \4

<

o p
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II.;  Conjonction “et” et disjonction “ou”

Définition 2.24. Soient P et ) deux assertions. On appelle conjonction des assertions P et @ et on note [P et Q] (ou encore
P A Q) l'assertion qui est Vraie lorsque P et @ sont toutes les deux Vraies et Fausse sinon.

Remarque 2.25. La définition précédente est équivalente 2 la table de vérité suivante :

PetQ

< <|u
< <O
Moo <

Exemple 2.26. Considérons les assertions :
*Plx):z€Z
cQx):xz>=0
* R(z):xzeN.

Alors: [P(z) et Q(z)] = R(x).

Définition 2.27. Soient P et @ deux assertions. On appelle disjonction de ces assertions et on note [P ou Q] (ou encore PV Q)
lassertion qui est Fausse lorsque P et @ sont toutes les deux Fausses et Vraie sinon.

Remarque 2.28. La définition précédente est équivalente 2 la table de vérité suivante :

P | Q| PouQ@
VIV \Y%
V| F \Y%
F|V \Y%
F|F F

Remarque 2.29. Le «ou» mathématique est inclusif. L’assertion [P ou Q)] est vraie si 'une au moins des assertions P ou Q
est vraie.

Exemple 2.30. Soit # € R. Posons P(z) : (z > —1) et posons Q(z) : (z < 0). Alors [P(z) ou Q(z)] est une assertion qui est
vraie pour tout x.

Proposition 2.31 (Lois de Morgan

Soient P et Q deux assertions. Alors :

non(P ou Q) = (non(P)) et (non(Q))
non(P et Q) = (non(P)) ou (non(Q)).

Proposition 2.32 (Distributivité

Soient P, Q et R trois assertions. Alors :

Pet[QouR] =[PetQ]ou|PetR)]
Pou[QetR] =[PouQ)]et[PouR].

| 18
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II.4 Implication

Définition 2.33. Soient P et ) deux assertions. On définit I'assertion P = (Q comme étant :

* Vraie lorsque P est Fausse ou P et ) sont toutes les deux Vraies,

* Fausse sinon.
Lassertion P = @ se lit «P implique @». On parle aussi de 'implication P — Q. Onditque @ = P est
I'implication réciproque (ou tout simplement la réciproque) de P = Q.

Remarque 2.34. La définition précédente est équivalente 2 la table de vérité suivante :

Pl Q| P = Q
V|V \%
V| F F
F|V \%
F|F \%

Proposition 2.35

Soient P et Q deux assertions. Alors :
* (P = Q) = [non(P) ou Q]
* non(P = Q) = [Petnon(Q)].

Démonstration. Le résultat découle de la table de vérité suivante :

P|Q|P = Q| non(P = Q) | non(Q) | Petnon(Q)
VIV \ F F F
V|F F A% \ A%
F |V \Y% F F F
F|F \Y% F \Y% F
O
Exemple 2.36. Soit 2 € R. Posons :
* Plz):z>2
c Qx) 2?2 >4
Alors, (P(z) = Q(z)) est vraie. Cependant, la réciproque est fausse : en effet, pour z = —2,0naz? > 4 etz < 2, donc

[Q(x) et non(P(x))] est vraie, Cest-a-dire, non (Q(z) = P(x)) est vraie.
En revanche, si on définit I’assertion
R(z) :x < -2,

alors 'implication ([P(z) ou R(z)] = Q(z)) et 'implication (Q(z) = [P(x) ou R(z)]) sont toutes les deux vraies.

ILs Equivalence

Définition 2.37. Soient P et () deux assertions. On note P <= (Q l'assertion

(P = Q)et(Q = P)],

eton lit «P et @ sont équivalentes» .

En s’inspirant de la démonstration précédente, écrire la table de vérité de P <= Q.

Exemple 2.38. Soit = € R. Alors 'équivalence suivante est vraie: 22 = 4 <= z € {-2;2}.

9
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II1.6 Conditions nécessaires, conditions suffisantes

~ Définition 2.39.

' * On dit que @ est une condition nécessaire pour P lorsque I'implication P = @ est vraie, autrement dit lorsque le
fait que P soit vraie entraine nécessairement le fait que @ soit vraie aussi. On dit aussi « Pour que P soit vraie, il faut
que @ soit vraie. »

" * On dit que @ est une condition suffisante pour P lorsque I'implication Q == P est vraie autrement dit lorsqu’il

" suffic que Q) soit vraie pour que P le soit aussi.

* On dit que Q est une condition nécessaire et suffisante pour P lorsque Iéquivalence Q <= P est vraie autrement

- dit lorsque P est vraie si et seulement si @ est vraie. On dit aussi « Pour que P soit vraie, il faut et il suffit que @ soit

vraie. »

Soit 2 un nombre réel. La propriété z > 1 est-elle une condition nécessaire pour la propriété 224+ 2 —1>02?Une
condition suffisante ?

20
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1.7 Quantificateurs

Définition 2.40. Soit P(x) une assertion dépendant d’un parametre « € E. On définit assertion :
Vx € E, P(x)

comme étant Vraie lorsque P(z) est Vraie pour tous les éléments x de E. On lit « quel que soit = appartenant 3 F, P(x) ».

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
*VzeR, 2220
* Vz € R, sin(x) < 1
VzeR, 22 < 1.

Définition 2.41. Soit P(x) une assertion dépendant d’un parametre z € E. On définit I'assertion :
Jx € E, P(x)
comme étant Vraie lorsqu’il existe (au moins) un élément = de E pour lequel P(x) est Vraie. On lit « il existe 2 appartenant

a Etel que P(z) ».

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
cdzeR, 2220
cdreR, 2?2 =-1
* dr € R, 2?2 < 1.
Définition 2.42.. Soit P(z) une assertion dépendant d’un parametre z € E. On définit assertion :
dlz € E, P(x)
comme étant Vraie lorsqu’il existe exactement un élément x de E pour lequel P(z) est Vraie. On lit « il existe un unique =

appartenant 3 F tel que P(z)>».

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
3z eR, 22>0
«JzeC, 2?2=-1
« Az eRY, 22 =1.

Remarque 2.43. On peut construire des phrases mathématiques plus compliquées mélangeant les différents types de quanti-
ficateurs. Attention a ne pas les inverser ! Par exemple, I'assertion suivante est vraie :

Ve e RT, IneN, z < n.

Cependant, I'assertion suivante est fausse :

Proposition 2..44
e e

EInEN,VxER+,;v<n.

non(Vz € E, P(z)) =3z € E, non(P(x))
non(3z € E, P(z)) =Vz € E, non(P(x)).

Exemple 2.45. Une fonction f: R — R est dite positive si: Vo € R, f(x) > 0. Ainsi, f n’est pas positive ssi (si et seulement
si): 3z € R, f(z) <O0.

Une fonction f: R — R est dite croissante si: V(z,y) € R%, (v <y = f(z) < f(y)). Ecrire la négation de
lassertion précédente.
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Une suite réelle (u,),, est dite majorée si: 3M € R, Vn € N, u,, < M. Ecrire la négation de cette assertion.

III Raisonnements

Méthode (Démonstration d’une assertion (Va € E, Z(x))). Démontrer une propriété du type (Vz € E, &?(x)), consiste 2
se donner un élément quelconque x appartenant a l'ensemble £ et a démontrer quel'assertion & () est vraie pour cet élément
x. La démonstration commence toujours par « Soit z € E » ou « Soit z un élémentde £ » et se termine par « Donc 2 (x)
est vraie. »

Exemple 2.46. Démontrons que l’assertion suivante est vraie : Vo € R, sin®(z) <
0.

1.
Soit z € R. On sait que cos?(z) + sin®(z) = 1. Donc 1 — sin?(z) = cos?(z) > 0. D’ou : sin’(z) < 1.

IIL.r Disjonction de cas

Pour démontrer qu’une assertion & est vraie, on peut partir d’une assertion 2 et démontrer que les deux implications 2 =
P etnon(2) = £ sont vraies.

1
@GN.

* Sin est pair, alors il existe un entier & € N tel que n = 2k. Ainsi :

Exemple 2.47. Soit n € N. Démontrons que :

n(n;—l) :2143(2/;4-1) k4 hEN.

* Sinon, n est impair donc il existe & € N tel que n = 2k + 1. Ainsi:

n(n2+1) _ (2k+1)2(2"7+2) — %’ 4 3k+1€EN

On a donc bien démontré que la propriété est vraie pour tout n dans N.

III.>.  Raisonnement par contraposée

Proposition 2.48

Soient & et 2 deux assertions. Alors :

(# = 2) = [non(2) = non(Z)].

Définition 2.49. L'implication non(2) = non(Z?) sappelle la contraposée de 'implication & — 2.

Exemple 2.50. Démontronsque: 2 ¢ Q = 1+ 2 ¢ Q.

Supposons que 14+ € Q. Alorsil existe un entier a et un entier non nul b tels que 1+ = a/b. Doncz = a/b—1 = (a—b)/b.
Ainsi, = est le quotient de l'entier a — b par lentier non nul b. Dot : z € Q. Nous avons donc démontré que lassertion
(1+2€Q = =z € Q) estvraie. Par conséquent sa contraposée (z ¢ Q = 1+ z ¢ Q) l'est également.

Soitn € N. En raisonnant par contraposée, démontrer que si n? est pair alors n est aussi.

III.3 Raisonnement par I'absurde

Meéthode. Démontrer par I'absurde qu’une assertion &7 est vraie consiste 2 supposer que 7 est fausse et 2 en déduire une
absurdité.

Exemple 2.51. Démontrons par 'absurbe que 0 n’admet pas d’inverse. Supposons que 0 admette un inverse a, ces-a-dire que
0 x a = 1. Alors on obtient 0 = 1, ce qui est faux. On en déduit donc que 0 n’admet pas d’inverse.
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III.4 Raisonnement par analyse-synthese

Le raisonnement par analyse-synthese est une méthode destinée a déterminer les solutions d’un probleme. Elle se décompose
en deux étapes.
* Analyse : on cherche des conditions nécessaires sur les solutions éventuelles du probleme. On réduit ainsi les solutions
potentielles 2 un petit nombre.
* Synthese : on vérifie si les solutions éventuelles trouvées a la premiere étape conviennent et on écarte les «faux-
positifs».

Exemple 2.52. En raisonnant par analyse-synthese, résolvons dans R I'équation (E) ci-dessous :

(E): Va2 -3z =3z —5.

* Analyse : soit z une solution de (E). Alors, en élevant au carré, on obtient : 2% — 3z = 3z — 5,i.e. 2 — 62+ 5 =0 et
donc: (z — 1)(x — 5) = 0. Ainsi, si x est solution de (E), alors z € {1,5}.

- Synthése : soit # = 5, alors on a bien : V22 — 3z = /37 — 5 = /10, donc x est solution de (F). Cependant, pour
x = 1, ’équation (E) n’a pas de sens car 2% — 3z = —2 < 0. Il faut donc écarter la «fausse solution» z = 1.

* Conclusion : I'équation (E) admet pour unique solution z = 5.

Soit f une fonction a valeurs réelles. Démontrer que f s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction paire et
d’une fonction impaire. Indication : on pourra écrire f = g + h puis calculer pour tout x réel f(z) + f(—z) et f(z) — f(—=).

II.s Démonstration par récurrence

Théoréme 2..53

Soit Z(n) une assertion dépendant d’un parametre n € N. Soit ng € N un entier fixé. Si:

(i) ZP(no) estvraie, (initialisation)
(ii) pour toutn > no, lassertion (2 (n) = 2?(n + 1)) est vraie, (hérédité)
alors, #(n) est vraie pour tout n > ny. (conclusion)

Exemple 2.54. Démontrons que : Vn € N*,  1+3+...4+ (2n —1) =n?
Définissons, pour tout n € N, l'assertion Z(n) : 1+ 3+ ...+ (2n — 1) = n?.
+ Initialisation. £(1) : 1 = 1 est vraie.
* Hérédité. Soit n € N*. Supposons & (n) vraie. Alors :
I+34+...+2nr+1) - =014+3+...+2n -1+ [2(n+1) - 1]
=n?+[2n +1]
=(n+1)

etdonc Z(n + 1) est vraie.
* Conclusion. Par récurrence, &2(n) est vraie pour tout n € N*.

n(n+1)
—

Démontrer par récurrence que pour toutentiern >1: 14+2+3+4...+n=
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Résoudre des (in)équations faisant interve-
nir la fonction partie entiére

Résoudre des (in)équations faisant interve-
nir la fonction valeur absolue

Résoudre des (in)équations trigonomé-
triques

Restituer et utiliser les formules trigonomé-
triques

OBJECTIFS DU CHAPITRE

Trigonométrie et compléments de calcul algébrique

Effectuer des calculs de sommes a l'aide du
symbole X

Effectuer des calculs de produits a l'aide du
symbole IT

Restituer et utiliser les identités remar-
quables notamment la formule du bindme
de Newton et la somme des termes d’une
suite géométrique

I Inégalités dans R
L1 Majorants et minorants

Définition 3.1. Une partie A de R est dite majorée si :
IM eR,Vz € A,z < M.

Un réel M vérifiant l'assertion ci-dessus est appelé un majorant de A.

Remarque 3.2. Si M est un majorant de A, alors M + 1 est aussi un majorant de A. Un majorant n’est donc jamais unique.

Exemple 3.3. Soit A = [1, 2], alors A est majorée par 2, mais aussi par 3 ou encore 42...

Définition 3.4. Une partie A de R est dite minorée si :
IJneR, Ve e A,z > m.

Dans ce cas, on dit que m est un minorant de A.

Remarque 3.5. Si m est un minorant de A, alors m — 1 est aussi un minorant de A. Un minorant n’est donc jamais unique.

Exemple 3.6. Soit A = R, alors A est minorée par 0, mais aussi par —1 ou encore —73...
Définition 3.7. Une partie de R est dite bornée ssi elle est majorée et minorée.
Exemple 3.8. Lensemble [0, 1] est borné.

20 | Lister les différents types d’intervalles de R selon qu’ils sont majorés ou non, minorés ou non (indice : il y a exactement
9 types d’intervalles).

[.2 Maximum et minimum

Définition 3.9. Soit A C R. On appelle plus grand élément de A tout réel M appartenant 2 A qui est un majorant de A.

Remarque 3.10. Un ensemble n’admet pas toujours de plus grand élément. Par exemple, démontrons par I'absurde que I'en-
semble A = [0, 1[ nadmet pas de plus grand élément. Supposons que A admette un plus grand élément M. Alors :

M e AetVr € A,z < M.

M+1
2

W
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Posons x = % Alorsz € Aetx > M, ce qui est contradictoire.
Propriété 3.11. Si A admet un plus grand élément, alors il est unique. On le note max(A) et on I'appelle le maximum de A.

Exemple 3.12. Soit A = [0, 1], alors A admet un plus grand élément qui est M/ = 1. Eneffet, 1 € Aet:

Vo € [0,1],2 < 1.
Définition 3.13. Soit A C R. On appelle plus petit élément de A tout réel m appartenant 2 A qui est un minorant de A.

Remarque 3.14. Un ensemble nadmet pas toujours de plus petit élément. Exercice : trouver un exemple.
Propriété 3.15. Si A admet un plus petit élément, alors il est unique. On le note min(A) et on lappelle le minimum de A.

Exemple 3.16. Soit A = [0, 1], alors A admet un plus petit élément. Lequel ?

L3 Opérations sur des inégalités

Propriétés 3.r7. La relation d'ordre < est compatible avec I'addition et la multiplication, au sens ot, pour tous réels a, b, ¢ et
d:

ca<b — -b< —a

ca<bete>0 o ac < be

ca<bete<d — at+c<b+d.

Remarque 3.18. Ces propriétés sont encore valables pour les relations d'ordre >, < et >.
ques3 prop p

Remarque 3.19. Les inégalités sont compatibles avec les fonctions croissantes. On a donc, par exemple :

0<a<b o a® < b?
Yy
ol 2
b 1
1
I
1
CL2' _______ (d :
1 1
a b x

Soita < b < 0. Que peut-on dire de a® et b ?

I.4 Partie enticre

Définition 3.20. Soit z € R. On appelle partie entiére de x et on note || (ou E(z)) le plus grand entier n tel que n < .

Exemple3.on 7] =3, |—7] = —4, [12] =12, |4 = —4.
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Illustration 3.22.

y y= o] —_—
1 -+ . c
-2 —1 0 1 2 x
—1
—_ =g

Proposition 3.2,

Soit 2 € R. Alors |z] est 'unique entier relatif vérifiant :

lz] <z < |z] +1.

Ls Valeur absolue

Définition 3.24. Soit z € R. La valeur absolue de z, notée |z|, est définie par :

T sixz >0,
|| = .
x sinon.

(R B S

Exemples 3.25. | — 2| = 2, |2| = 2, | — 40| = 40.

Illustration 3.26. Graphe de la fonction valeur absolue.

Propriétés 3.27 )
e |

f Soit (z,y) € R2. Alors:

() Jal >0

(i) Jzyl = [2]lyl

(i) |2+ yl < 2| + |yl (inégalité triangulaire)

~ (iv) |z —yl = ||=] — |y|| (inégalité triangulaire renversée).

L ol

Remarque 3.28. Soient 2 € Retr > 0. Alors || = max(z, —z) et:

2| <7 <= —r<z<r
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Résoudre I'inéquation d’inconnue z suivante : |z — 1| < 3. Interpréter graphiquement le résultat.

II ‘Trigonométrie
Lo . B \ . -
Dans tout ce qui suit, on munit le plan d’un repere orthonormal direct (O, @', j

).

)

IL1  Le cercle trigonométrique

Définition 3.29. Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1. On le notera ¢ dans la suite.

S
Définition 3.30. Soient 6 € R et M le point de % tel que (07, OM) =6.
* Le cosinus de 6, noté cos 6, est 'abscisse du point M.
* Lesinus de 6, noté sin 6, est 'ordonnée du point M

Définition 3.31. Soit § € R\{r/2 + km, k € Z}. La tangente de 6 est le nombre réel : tan § = $2¢

cos 6 *

Propriété 3.32. Sion note T le point d’intersection de la droite (O M) avecla droite d’équation = = 1, alors T'a pour ordonnée
tan 6.

Démonstration. Exercice : appliquer le théoreme de Thales. 0

Illustration 3.33.

o

Rappel 3.34. Le réel 6 correspond 2 la longueur de l'arc IM3 laquelle on a éventuellement ajouté ou retranché un multiple
de 27,

II.2  Propriétés des fonctions circulaires
Propriétés 3.35. Soit § € R. Alors :

(i) —1<cosf <1 (v) cos(—6) = cos@
(ii) -1 <sinf < 1
(iii) Vk € Z, cos(f + 2km) = cos @
(iv) Vk € Z, sin(0 + 2km) = sin 0 (vii) cos®@ +sin® 6 = 1.

(vi) sin(—6) = —sin@
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Démonstration. Les points (i) a (vi) sont évidents. Quant au point (vii), cest une conséquence du théoréme de Pythagore. [

Proposition 3.

Soit (a,b) € R2. Alors:

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

sin(a + b) = sinacosb + sinbcos a.

Remarque3.37. Ces deux formules (a connaitre par coeur) permettent de simplifier les expressions du type cos(a—b), sin(a—b),
cos(f + ), sin(m/2 — ), etc... Elles permettent aussi de retrouver les formules :

c0s(20) = cos® f — sin?f = 2cos’f — 1 = 1 — 2sin? 4, sin(26) = 2sind cos 6.

Exemple 3.38. Ona: cos(f + m) = cos cosm — sinfsinm = — cos 6.

Propriétés 3.

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R. De plus, pour tout réel z :

cos’(z) = — sin(x) et sin’(z) = cos(x).

L etd

Propriété 3.40

La fonction tangente est dérivable sur son ensemble de définition. De plus, pour tout z € R\{ 7§ + km, k € Z} :

1
cos?(z)

tan’(z) = =1+ tan?(z).

Démonstration. Exercice. O

I3 Représentations graphiques

La fonction cosinus est paire. Sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. La fonction
sinus est quant a elle impaire. Sa courbe représentative présente donc une symétrie par rapport a l'origine du repere.

Illustration 3.41. Graphe des fonctions sinus et cosinus.

Propriété 3.42. La fonction tangente est -périodique (c’est-a-dire que pour tout réel § € R\{5 + kw, k € Z} et tout entier
k € Z, tan(f 4 k) = tan #) et impaire.

Démonstration. Exercice. O
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Illustration 3.43. Graphe de la fonction tangente.

=Sl

II.4 Résolution d’équations trigonométriques

Soit § € R. On cherche a déterminer les solutions de ’équation suivante :
cosx = cosb.

Pour ce faire, on dessine le cercle trigonométrique :

On en déduit que :

cosr =cosf <— dkeZ, (m:9+2k7roua::—9+2k7r).
On démontre de méme que :
sinx =sinf <«<— dJke€Z, <x=9+2k7roux:7r—0+2k7r>.

Enfin,si 0 & {n/2 + km, k € Z}, alors :

tanz =tanf <= Jke€Z,xz=0+kn.

Remarque 3.44. Ces résultats ne sont pas a connaitre par coeur. Il faut étre capable de reproduire le raisonnement présenté
ci-dessus en faisant apparaitre les éléments pertinents sur le cercle trigonométrique.

Résoudre I'équation d’inconnue x € [0, 27| suivante : sin(z) = 4
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III  Sommes et produits

III.: Lanotation ) (sigma)

~ Définition 3.4s. Soit (uq, - - - , uy) une famille de nombres réels (ou complexes). On note :
M N

¥ Zuk:ul—i-ug—i—...—i—u]v.

| =il

~ Onlit «somme pour k variantde 1 2 N des u,».

Remarque 3.46. En toute rigueur, il faudrait définir le symbole ¥ par récurrence.
Remarque 3.47. Dans la définition précédente, k est une variable muette. Le résultat de la somme ne dépend pas de k.

Exemples 3.48. Ona:

3 3
SR =0+12+ 22+ =14=)
k=0 =0

2
Z% cos(km/2) = 2cos(m/2) + 2 x 2cos(m) = —4
k=1

10
21:1+1+...+1=10.
k=1

Propriété 3.

Pour toutes familles (u, - - ,un) et (v, - -+ ,vn), pour tout nombre complexe A :

N N N
Z()\uk +’Uk;) — )\Zuk —i—ka.
= k=1 k=1

k=1

Remarque 3.50. Effectuer un changement d’indice dans une somme peut savérer utile. Par exemple :
n n—2
E U = E Up42-
k=3 p=1

En effet, en posantp = k — 2,0on a:

3<k<n 1<k—-2<n-2 1<p<n—-2
i

Ecrire les deux sommes de la remarque précédente a I'aide de points de suspension et vérifier le résultat.

Proposition 3.51

Soitn € N*. Alors :

)
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III.2  Les notations [] (pi) et ! (factorielle)

Définition 3.52. Soit (u1, - - - , un) une famille de nombres réels (ou complexes). On note :

N
HukZU1XUQX...XUN.
k=1

On lit «produit pour k variant de 12 NV des uy, ».

Remarque 3.53. Tout comme pour la somme, k est une variable muette. Le résultat du produit ne dépend pas de k.

Remarque 3.54. En toute rigueur, le symbole IT devrait étre défini par récurrence.

3 6
Exemples;.ss.Ona:Hk2=12><22><32=36, H2=2><2><2=23=8.
k=1 k=4

Définition 3.56. Soit n € N*. On appelle «factorielle n» ou encore «n factorielle» le nombre entier défini par :

n
n!:Hk:1><2><...xn.
k=1

Par convention, on note encore 0! = 1.

Propriété 3.57

Pour toutes familles (uq, - ,un) et (v, ,vN) :

ou la deuxieme égalité est valable dés que vy, # 0 pour tout k € [1, N].

IV Quelques identités remarquables

IVa Factorisation de a™ — 0"

Proposition 3.58
[ ]

Soient (a,b) € C? et n > 2 un entier. Alors :

an i bn — (CL . b) (an—l AL &n_2b+ an—3b2 A oo a2bn—3 + abn—2 s bn—l)

n—1
— =" Z i et
k=0

Remarque 3.59. Il s’agit d’une généralisation de I'identité remarquable :

a’? —b* = (a—b)(a+D).
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Soient g € C\{1} et N € N. Alors:
N+1

IV.2  Coefhicients binomiaux
Rappel 3.61. Soit (k,n) € N? tel que k < n. On rappelle que le coefficient binomial & parmi n est défini par :

n\ n!
k) T K-k
Remarque 3.62. Le coefficient binomial (}!) est égal au nombre de parties 2 k éléments d’un ensemble  n éléments.

@ Lister toutes les parties de {1,2, 3, 4} contenant exactement 3 éléments. Calculer ensuite (g)

Proposition 3.63. Soit (k,n) € N? tel que k < n. Alors : (n ﬁ k) = (Z)

. . . 5 n n _(n+1
Proposition 3.64 (Relation de Pascal). Soit (k,n) € N? tel que k& < n. Alors : (k) + (k N 1) = <k N 1).

Hlustration 3.65. Le tableau ci-dessous est appelé triangle de Pascal. En commengant la numérotation 4 0, on y retrouve  la
k-i¢me colonne et 2 la n-ieme ligne la valeur du coefficient bindmial (7).

e\B ® 1 » 3 4
o I
T I 0
b D 1
im0 T
4SS | S W (N . |

IV.3  Formule du bin6me de Newton

Proposition 3.66

Soient (a,b) € C%etn € N. Alors:

(a+b)" = ki:o <Z) akpnk,

Remarque 3.67. Cette formule est a connaitre par coeur ! Il s’agit d’'une généralisation de la formule :
(a+b)? = a® + 2ab+ b*.
® Méthode (Développer (a+b)? pour p petit). Pour développer une expression du type (a-+b)? avec p un entier «petit>» donné,
on écrit le triangle de Pascal jusqu’a la ligne p (en commengant la numérotation 4 0). La derniere ligne du tableau nous donne

la valeur des coefficients bindmiaux qui apparaissent dans la formule du bindme de Newton.

Exemple 3.68. Développons (a + b)3. On commence par écrire le triangle de Pascal jusqu’a la ligne 3 :

n\k o 1 2 3 4
o 1

I I I

2 1 2 1

3 01 3 3 1
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Les coefficients qui apparaissent dans la dernitre ligne sont ceux dans le développement de (a + b)? par la formule du bindme
de Newton. On obtient alors :

(a+0b)* = (3) a’v® + (3) a't? + (3) a’b' + (g) a®b’ = b% + 3ab® + 3a%b + a®.
—~ —~~ —

0 1 2
——
=1 =3 =3 =1

Développer (z + y)° pour deux réels quelconques = et y.




Suites réelles

Q Déterminer la monotonie éventuelle d’une 0 Appliquer le théoreme des gendarmes
suite 0 Démontrer que deux suites sont adjacentes
0 Etudier une suite arithmétique, une suite . , R .
(o Etudier la convergence d’une suite a partir
géométrique e )
N L. . des limites de sous-suites
0 Maitriser les opérations sur les limites . N .
0 Appliquer le théoreme des croissances com-
(7 Appliquer le théoréme de comparaison parées pour déterminer des limites de suites

9 Appliquer le théoreme de la limite mono- 0 Manipuler les suites équivalentes
tone

Plusieurs résultats portant sur les suites se démontrent par récurrence. Il est donc impératif de bien maitriser le raisonnement
par récurrence pour aborder sereinement ce chapitre.

I Introduction

L1 Premiéres définitions

Définition 4.1. Une suite réelle est une application v: N — R. On note indifféremment u = (u,)nen = (uy),,. On dit que
uy, est le terme général de la suite.

Remarque 4.2. Il se peut qu’une suite ne soit définie qu’a partir d’un certain rang ng. On note alors (wy, ) n>n, . Pour simplifier,
on supposera dans la suite que ng = 0 ou parfois que ng = 1.

Exemple 4.3. La suite de terme général u,, = (—1)" est la suite dont les termes successifs sont 1, —1, 1, —1, ...
Définition 4.4. On dit qu’une suite réelle (u,,),, est majoréesi: IM € R, Vn € N, u, < M.
Remarque 4.5. Attention a lordre des quantificateurs! Le réel M doit majorer tous les éléments de la suite.

Démontrer que toute suite réelle (uy,),, vérifie: Vn € N, 3IM € R, u,, < M.
Définition 4.6. On dit qu’une suite réelle (u,),, est minoréesi: Im € R, Vn € N, m < uy,.
Définition 4.7. Une suite réelle est dite bornée si elle est majorée et minorée.

Démontrer qu’une suite (uy,),, est bornée si et seulementsi: 3M € R, Vn € N, |u,| < M.
Exemple 4.8. La suite de terme général u,, = n est minorée par 0 mais n’est pas majorée.

Définition 4.9. On dit qu’une suite réelle (u,,),, est:
* croissantesi: Vn € N, u,, < U4
* décroissantesi: Vn € N, u,, > Uy i1
* strictement croissante si: Vn € N, u,, < up41
+ strictement décroissante si: Vn € N, u,, > 1.

Exemple 4.10. La suite de terme général u,, = 2n est strictement croissante.

Exemple 4.11. Une suite dont les premiers termes sont: 0, 1,3, —1,4, —6, n’est ni croissante ni décroissante.

Soit (uy, ),, une suite réelle. Ecrire les négations des deux assertions «(uy, ),, est croissante» et «(uy,),, est décroissante»

puis démontrer que la suite de terme général u,, = (—1)"n n’est ni croissante ni décroissante.
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L2 Suites arithmétiques et géométriques

Définition 4.12. On appelle suite arithmétique toute suite dont le terme général vérifie la relation de récurrence :
VneN, upp1=u,+7r

our € Rest fixé (il ne dépend pas de n) et est appelé raison de la suite.

Proposition 4.1
oo — e

Soit (u,,),, une suite arithmétique de raison r. Alors :

YneN, wu,=ug+nr

Démonstration. Par récurrence : exercice. ]
Soient (uy,),, une suite arithmétique de raison r et n € N. Calculer la somme des n premiers termes de la suite.
Définition 4.14. On appelle suite géométrique toute suite dont le terme général vérifie la relation de récurrence :

VneN, upy1=qu,

ou g € R\ {1} est fixé (il ne dépend pas de n) et appelé raison de la suite.

Proposition 4.1;
o =t e

Soit (uy,),, une suite géométrique de raison ¢. Alors :

vneN, wu,=ugq".

Démonstration. Par récurrence : exercice. |

Soient (u,),, une suite géométrique de raison g et n € N. Calculer la somme des n premiers termes de la suite.

II Convergence d’'une suite réelle
II.i  Limite finie

Définition 4.16. On dit que la suite réelle (u,, ), converge vers £ € Rsi:
Ve >0, Ing € N, Vn > ng, |u, — | < e.

Autrement dit, quel que soite > 0, il existe un rang a partir duquel tous les termes de la suite sont dans I'intervalle [( —e, £ +-¢].
On note :

u, — £ ou lim w, =¢
n—-4oo n—+oo

ou encore simplement u,, — £ ou limu,, = £.
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Illustration 4.17.

R e ST
f“ 5 ° ° iy S & 5
o L TR
no .

Remarque 4.18. Soit (u,,) une suite réelle convergeant vers £. Alors :
Ve >0, Ing € N, Vn > ng, |u, — €] < /2.
En effet, il suffit pour € > 0 fixé d’appliquer la définition avec le réel e’ = £/2.

Exemple 4.19. Démontrons 4 I'aide de la définition que la suite constante de terme général u,, = 2 est convergente. Soite > 0.
Posons ng = 0. Alors, pour toutn > ng : |u, — 2| = 0 < e. On a donc bien démontré que :

Ve >0, Ing € N, Vn > ng, |u, — 2| <e.

Proposition 4.20 (unicité de la limite). Si une suite réelle converge vers ¢; et £, alors {1 = {5.

Proposition 4.21 l

Toute suite réelle convergente est bornée.

II.2 Limites infinies

Définition 4.22. On dit qu’une suite réelle (uy,),, tend vers +oo si :
VM € R, dng € N, Vn > ng, u, = M.

On note :
u, — +oo ou lim w, = +o00
n—-+oo n—+4oo

ou encore simplement u,, — +o0 ou lim u,, = +o0.
Autrement dit, une suite tend vers 400 si, quel que soit le réel M, 4 partir d’'un certain rang, tous les termes de la suite sont
plus grands que M.

Exemple 4.23. Démontrons, a Iaide de cette définition, que la suite (u,,),, de terme général u,, = 2n tend vers +oc lorsque n
tend vers +-oc. Soit M € R.

* Si M < 0,alors on pose ng = 0 de sorte que : Vn > ng, u, > 0> M.

* Sinon, posons ng = L%J + 1. Alorsng € Net:Vn = ng, u, = 2n > 2ng > 2% = M.
On a ainsi démontré la propriété suivante :

VM € R, dng € N, Vn > ng, u, = M.

Auterment dit, la suite (u,,),, tend vers 4-oc.

Définition 4.24. On dit qu’une suite réelle (u,,),, tend vers —oo si :

Vm € R, Ing € N, Vn > ng, u, < m.

Propriété 4.25. Si la suite (u,,),, tend vers +oo0, alors (uy,),, est minorée et non majorée.

Propriété 4.26. Une suite tendant vers —oo est majorée et non minorée.
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II.; Opérations sur les limites

II.3.1  Limite d’'une somme

lim u,, 14 1 14 400 | —00 | 40

lim v, 4 +00 | —00 | 400 | —00 | —00

lim(up +vy) | £+€ | 400 | —00 | 00 | —00 ?

IT.3.2  Limite d’un produit, d’un quotient

lim w,, { £>0 £>0 £<0 £<0 0 400 | —00 | 400
limw, A +00 | —00 | 400 | —o0 | oo | +o0 | —00 | —00
lim(u, X v,) | €x€ | 400 | —c0 = —o0 | +oo ? | 400 | oo | —00

Remarque 4.27. Si u,, o Lavec ! # 0, alors (uy,),, est non nulle a partir d’un certain rang.
n—r+00

IT.4 Limites et relations d’ordre

Théoréme 4.28 (de comparaison) (
= S

Soient (uy),, et (vy),, deux suites réelles telles que pour n suffisamment grand on ait u, < vy,.

(i) Si(un), et (vy), convergent respectivement vers {1 et £y, alors £ < .
(ii) Siwu, — +oo alors v,, — +oc.

(iii) Siwvy, — —oo alors u,, — —co.

Remarque 4.29. Si u,, < v,, (inégalité stricte), alors, il se peut que les suites aient la méme limite.

Déterminer deux suites (uy,),, et (v,),, ayant la méme limite telles que pour tout n, u,, < vy,.

Soit (u,,),, une suite croissante et majorée. Alors, (u,),, converge.

n
1
On considere la suite (uy),, oy définie par:Vn € N, u,, = Z o
k=0 "

1. Démontrer que: Vk € N, k! > 2F-1,

2. En déduire que (u,),, o\ est majorée.

3. Démontrer que (uy, ), converge.
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[ |

Soit (u,,),, une suite décroissante et minorée. Alors, (u,,),, converge.

ILs Théoreme des gendarmes

Théoréeme 4.32 (des gendarmes) L
=]

Soient (ay,),,, (bn),, et (uy),, trois suites réelles vérifiant :

(i) apartir d’'un certain rang, a,, < u, < by

(i) 3¢€R, lim a,= lim b,=".

Alors, u,, — ¢ lorsque n — oo.

Soient (uy),, et (vy),, deux suites réelles et £ un nombre réel tels que
(i) apartir d’un certain rang, |u,, — ¢| < v,
ii) lim v, =0.
( ) -9 Z

Alors, u, — £lorsque n — oo.

sin(n)

Déterminer la limite éventuelle de la suite (u,,),, définie par:Vn € N*,  w, =

II.6  Suites adjacentes

Définition 4.34. On dit que deux suites réelles (uy,),, et (vy,),, sont adjacentes lorsque :
(i) Pune est croissante,
(ii) lautre est décroissante,

(iii) ngr—{-loo(un —v,) =0.

|
Théoreme 435

Deux suites adjacentes sont convergentes et admettent la méme limite.

‘ Corollaire 4.3

- Soient (uy),, et (vy),, deux suites adjacentes. Notons £ leur limite commune. Dans le cas ot1 (uy,),, est croissante :

VneN, u,<fl<u,.

Remarque 4.37. Dans le cas ot (uy,),, est décroissante, on obtient 'encadrement suivant :
VneN, v, << uy,.
Exemple 4.38. Considérons les deux suites (uy,),, et (vy,),, définies par: ug = 1, v9 = 2et:

2 Uy, + U,

Vn € N, Up41 = et Upy1 =

Un+1 2
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Remarquons que ces suites sont bien définies : il est clair qu’elles sont strictement positives (récurrence immédiate). De plus,
pour toutn € N:

2
Uy + Uy, 2 Uy, + Up 4 (Un — up)
Vptl — Upil = — = — = >0 I
s s 2 Uni1 2 Up +vn 200 Fup) (4.)
ou la derniere égalité provient de u,v, = 2. Ainsi: Vn € N,v, > u,. D&autre part, pour toutn € N: v,y — v, =
Uy + U Uy — VU . L. s 1. .
Sy, = % < 0. Dong, la suite (vy,),, est décroissante. On en déduit que (u,,),, est croissante (car u, = 2/vy,).

Soit n € N. L’équation (4.1) peut aussi s’écrire :

Ut — g1 = 2 I, ) (42)
11— 1=z — — Up). .
n+ n+ 2 U + Uy, n n
Or,
Up — Un
—Up K Up = Vp —Up SUp +U, > ——— <
Up + Un
De plus, v, — uy, = 0. On en déduit en reprenant 'équation (4.2) que : vy 41 — Up41 < 3 (vn —up). Ainsi, par une récurrence
simple :
1 1
Vn eN, (v, — up) < 2—n(v0 —ug) = o

La suite (v, — uy),, admet donc pour limite zéro en l'infini. De plus, (u,,),, étant croissante et (vy,),, décroissante, les suites

sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite ¢. Enfin, la relation u,,; = —— implique que ¢ = 7 On en
Un+1

déduit que ¢ = +v/2 et donc que £ = /2, les suites étant a termes positifs.

n
1 1 ., . .
On pose, pour tout n € N*, u,, = Z = et vy, = Uy + e Démontrer que les suites (u,,),, et (v,),, sont adjacentes.
k=1
Que peut-on en conclure ?

II.7  Suites extraites

Déﬁnidqn 439- So‘it (@ unehsuite. Une suite extraite (ou sous-suite) de (uy,),, est une suite de la forme (u(,)),, ol @ est
une application strictement croissante de N dans N.

Exemple 4.40. La suite dont les termes sont donnés par :
UQ, Ui, U3, Ud, U, U7, UY, UT0;s - - -
est une suite extraite de (uy,),,.

Exemple 4.41.Soit ¢ : N — N . Alors pour toutn € N, Ugp(n) = Uz2n. La suite extraite (uay),, de (uy),, estla suite
n = 2n
formée des termes d’indices pairs de (uy,),,.

Proposition 4.42.
(= — |

Soit (uy,),, une suite réelle et soit £ tel que £ € Rou ¢ = —oo ou £ = +o0.
Si (uy,),, admet pour limite ¢, alors toute suite extraite de (u,,),, a pour limite £.

Remarque 4.43. Si (u,,),, admet deux sous-suites qui tendent vers deux limites distinctes, alors (u,,),, nadmet pas de limite.
A laide de la remarque précédente, démontrer que la suite (u,,),, définie ci-dessous n’est pas convergente :

VneN, wu,=cos (ng)

Indication : on pourra considérer les suites extraites (usn ) €t (Ugn41).
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Remarque 4.44. Il se peut que deux sous-suites de (uy,),, soient convergentes vers la méme limite sans que (uy,),, ne le soit.

Exemple 4.45. Soit (uy,),, la suite définie par :

VneN, u, =" s? n est multiple de 3
0 sinon.

Alors, (usny1), et (usn42), convergent vers 0. Pourtant (u,,), n’est pas convergente.
+1)n +2)n g n g

Théoreme 4.4
B e =]

Soit (uy,),, une suite réelle.
Si (u2n),, et (u2n+1),, tendent vers une méme limite £ € R U {—o0, +-00}, alors (u,,),, admet pour limite 4.

Remarque 4.47. On peut démontrer de méme que si (usn )n» (U3n41),, €t (U3n+2),, tendent vers la méme limite 4, alors (u,),,
tend vers £.

III Comparaison de suites

[II..  Définitions

Définition 4.48. Soient (uy,),, et (vy,),, deux suites réelles.
(i) Onditque (uy),, est négligeable devant (v,,), au voisinage de +oo et on écrit u,, " o(vy) s'il existe une suite (,,),,
n—-1+0o0o

telle que, a partir d’un certain rang :

Up = xVp et lim g, =0.
n—4oo

(i) On dit que (u,),, et (v,),, sont équivalentes au voisinage de 400 et on écrit uy, ~ . Un s'il existe une suite (&,,),, telle
n——+0oo

que, a partir d’un certain rang:

un = (1+ep)v, et ngr—{-loo e, = 0.

Proposition 4.4
Coes =]

Soient (u,,). et (v,,). deux suites. Sila suite (v,,). est non nulle A partir d’un certain rang, alors :

(i) un s o(vy,) <= - iy 0

(ii) i U ) il

Théoréme 4.50
rj L_F.___ﬂ,__iL

Soient (uy,),,, (vn),,» (@n),, €t (bn),, quatre suites non nulles 4 partir d’'un certain rang.

an ~ by Gp XUy ~ by Xy
n——+o00 ; n—+o0
Qn n
U Oy =L e
n—-+oo Uy, N—+00 Uy,

A Attention. Ne jamais additionner ou composer des équivalents.

Exemple 4.51. On sait que : n + 1 N Pourtant: (n+1)—n £ n—n=0.

—+o0 n—+00

Attention. Une suite n’est jamais équivalente 3 0 sauf'si tous ses termes sont égaux a 0 2 partir d’un certain rang.
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Proposition 4.52 z
(e~ |

Soient (uy),, et (vy,),, deux suites réelles.
. Si¢eR*alors: wu, ~ { < lim u, =",

n——+o0o n——+oo
2. Siuy, o et que (vy,),, admet une limite, alors ngl}:oo . ngl}:oo Uy,
I, Croissances comparées
Soient a > Oeta > 1. Alors :
« n
(i) U —_—_— T (iR

n® mn—+oo a™ n—+oo n! n—+oo

Remarque 4.54. Pour simplifier, on écrit ces résultats de croissances comparées de la fagon suivante :
In(n) < n < n? < e" < nl.

Remarque 4.55. En pratique, pour lever une indétermination, on gardera le terme «le plus fort>» (c’est-a-dire celui qui converge
le plus vite).

Déterminer des équivalents simples puis les limites éventuelles des suites définies par :

3n 41 2 4 3n (—1)"
Up = et w, = ——.

U = —_—
" nl+n n

5n —n2’

IV  Suites et fonctions

Propriété 4.56. Soient f une fonction a valeurs réelles et (uy,),, o 1a suite définie par : Vn € N, u,, = f(n). Si f est croissante
(resp. décroissante), alors (uy,),, est croissante (resp. décroissante).

Démonstration. Exercice. O

Propriété 4.57. Soient f une fonction a valeurs réelles et (uy,),, la suite définie par :

ug=a € R
VneN, upt1 = f(un).
Si f est croissante alors (uy,),, est monotone.

Démonstration. Exercice. O

Soit (uy,),, la suite définie par ug = 0 et up11 = /2 + Uy,.
1. Démontrer par récurrence que la propriété ci-dessous est vraie pour toutn € N :

P(n):0< u, < 2.

2. Démontrer que la suite (uy,),, est croissante.

3. En déduire que (u,),, converge et déterminer sa limite.
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OBJECTIFS DU CHAPITRE
Manipuler les symboles ensemblistes semble par une application
Déterminer I'image d’un ensemble par une Déterminer le caractere bijectif ou non d’une
application application
Déterminer I'image réciproque d’un en- Déterminer la bijection réciproque d’une ap-

plication bijective

I Ensembles

L1 Quelques rappels

Définition s.1. Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments. Si z est un élément de E, alors on note z € E.
Sinon, on note x ¢ FE.

Remarque 5.2. On peut se représenter un ensemble par un sac. Ce que contient le sac sont ses éléments.

Exemple s5.3. Lensemble {2n, n € Z} est 'ensemble des nombres pairs.

Exemples.4. V2 € Ret v2 ¢ Q.

Définition s.5. On appelle ensemble vide et on note & I'ensemble ne contenant aucun élément (penser a un sac vide).

Définition 5.6. Soient E et F' deux ensembles. On dit qu’ils sont égaux et on note £ = F'siils contiennent les mémes éléments.

Remarque 5.7. Il n’y a pas nécessairement de relation d'ordre dans un ensemble. Il n’y a pas non plus de répétition des élé-
ments. Ainsi: {1;2} = {2;1}.

Définition 5.8. Soient F et F' deux ensembles. On dit que F estinclus dans F' et on note E C F si tous les éléments de £ sont
aussi des éléments de F.

Remarque s.9. E C F'si et seulement i :
Vee E, x€F.

Meéthode. En pratique, pour démontrer que E C F, on peut commencer 2 raisonner de la fagon suivante : «soit z € E,
démontrons que x € F'».

Remarque s.10. Deux ensembles E et F sont égaux si et seulementsi £ C F'et F C E.

I.  Produit cartésien

Définition 5.11. Soient E et F' deux ensembles. A partirde € E etdey € F, on forme le couple (z,y) défini de sorte que :

(x,y) = («',y') uniquement lorsque . = 2’ ety = y/'.

Attention. Ici, l'ordre des éléments est important. Par exemple :

(1L,2) # (2,1).

Définition §.12. On appelle produit cartésien de deux ensembles E et F' I'ensemble formé des couples (z,y) avec z € E et
y € F.Onlenote B x F:
ExF={(z,y), x € Eety € F}.

Lorsque F = F,onnote E? = E X E.
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L3 Ensemble des parties

- Définition s5.13. Soit £ un ensemble. On appelle sous-ensemble (ou partie) de E tout ensemble F inclus dans E.

- Définition 5.14. Soit E un ensemble. On appelle ensemble des parties de £ et on note P(E) I'ensemble formé des sous-
- ensembles de E.

Exemple s.15. Soit £ = {1;2;3}. Alors:
P(E) = {{1};{2}; {3}; {1;2}; {1;3}; {2;3}; {1, 2;3}; & }.

Exemple s5.16. Soit E = {a}. Alors:
P(E) = {{a}; 2}.

Remarque s.17. Quel que soit l'ensemble E, on a toujours @ € P(E) et E € P(E).

Ecrire P(E) dans chacun des cas suivants :

* B ={z;y};
- F=0;
* B = {x0}

I.4 Réunion, intersection et complémentaire

Dans cette partie, on notera £ un ensemble et A, B et C' trois parties de E.

- Définition 5.18. On appelle intersection de A et de B et on note A N B l'ensemble des éléments appartenant a la foisa A et a
§ B

Remarque s.19. En termes mathématiques :
r€ANB < z€ Aetx € B.

Exemple 5.20. Soient A = {1;2;3} et B = {3;4;5},alors AN B = {3}.

Proposition 5.21

(i) AnB=BnNA (i) ANE=A4
(i) ANA=A (iv) Ano = 2.

- Définition 5.22. On appelle réunion de A et de B et on note A U B l'ensemble des éléments appartenanta A ou a B.

Remarque s5.23. En termes mathématiques :

r € AUB < xz¢€ Aoux € B.

Exemple 5.24. Soient A = {1;2;3} et B = {3;4;5},alors AU B = {1;2;3;4;5}.

Proposition s.2.
e —— |

(i) AUB=BUA (i) AUE=F
(i) AUA=A (iv) AUo = A.

- Définition 5.26. Les ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = 2.
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Définition 5.27. Le complémentaire de A (dans E), noté E\ A (ou A) est ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans
A.

Remarque 5.28. En termes mathématiques :
r€FE\A < z€Fetz ¢ A

Définition 5.29. Lensemble B privé de A (noté B\ A) est l'ensemble des éléments de E' qui sont dans B mais pas dans A.

Autrement dit :
B\A={z € E,x € Betx & A}.

Exemple 5.30. Soient E = {1;2;3;4;5:6}, A = {1;2;3} et B = {3;4;5}. Alors:
E\NA = {4;5;6}. et B\A={4;5}.

Proposition 5.31 (Lois de Morgan

Proéosition ;.32 (Distributivité) )
S—" |

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) et AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

E

II Applications

Il Définitions
Définition 5.33. Soient E et F' deux ensembles. Une application f de E dans F estla donnée d’une partie I de E x F' vérifiant :
Vee E,JyeF, (x,y) €T.

I est appelé le graphe de la fonction f.

Remarque 5.34. Cette définition met en évidence le fait qu’une application (ou une fonction) prend une valeur et une seule
en un point donné de I'ensemble de départ. Cest pourquoi un trait vertical sur le graphe d’une fonction n’a aucun sens!

Définitions 5.35. Si z € E, alors on note f(z) 'unique y de la définition précédente. Il est appelé 'image par f de 'élément z.
Pour tout y € F, les z tels que f(x) = y (siil y en a) sont appelés antécédents par f de y. On écrira Iapplication f de la fagon

suivante :
f : E - F

x = f(z).

Remarque s5.36. Une application est donc la donnée de 3 éléments : l'ensemble de départ, I'ensemble d’arrivée et les images des
éléments de I'ensemble de départ. Les applications ci-dessous sont donc toutes différentes :

R

f : R - R g : R - R+ h . RF
2
x-.

2

%
xr = z? r = T

Remarque 5.37. On peut définir une fonction en donnant la liste de ses images plut6t qu’a l'aide d’'une «formule» générale.
Par exemple :

[ {L23) = {a;b}
1 — a
2 — b
3 — a.

Remarque 5.38. On peut définir une fonction par disjonction de cas, comme on I’a fait par exemple pour la valeur absolue.
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-

Définition 5.39. Soit E un ensemble. Lapplication identité sur E est 'application :

idg : E - E
a Tyt

Exemple s.40. Une suite (uy,),, de nombres réels peut étre vue comme une application de N dans R :

v : N — R
noo—= Uy

Clest dailleurs pourquoi on utilise parfois la notation u(n) plutdt que u,,.

Définition 5.41. Lensemble des applications de E dans F est noté .Z (E, F') (ou parfois F'F).

1R % Al

Remarque s.42. On écrira indifféremment « f est une application de E dans F' » ou « f € .#(E, F') » ouencore « f: E —
F».

IT.>  Restriction et composition

Définition s5.43. Soient f: E — F une application et A C E. La restriction de f 2 A est 'application :

-y

f|A A — F
g x = f(z).

Exemple 5.44. Considérons la fonction sinus :

sin : R — R
x +— sin(z).

Sarestriction a intervalle [—7/2, /2] est :

fo [=n/2,n/2] — R
x —  sin(z).

Définition s.4s. Soient f: E — F et g: F' — G deux applications. La composée de f par g, notée g o f est:

" gof : E — G
! z = g(f(z)

- Cette application est bien définie car lorsque = € E, f(z) € F.

Soient les fonctions f et g définies par :

f : R — RT g : Rt — RT
et
r = x? T /T

Déterminer g o f.

Exemple 5.46. Considérons E' = {1;2}, F = {7,8,9} et G = {—1,—2}. Soient f: E — Fetg: F — G définies par :

VeeE, (gof)(z)=-L1

Remarque 5.47. En général, fog # go f. Il se peut dailleurs que g o f ait un sens alors que f o g ne soit pas définie (cf exemple
précédent).
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Proposition 5.48

: Soient f € F(E,F),g € #(F,G)eth e Z(G,H),alors:

-:- ho(gof)=(hog)of et foidg =idpo f = f.

Démonstration. Exercice. O

I3 Image d’un ensemble par une application

Définition 5.49. Soient f: E — F une application et A C E. On appelle image de A par f et on note f(A) le sous-ensemble
de F défini par :

[RE _ 3 W

f(A) ={f(z),z € A}.
Exemple s.50. Considérons E = {1;2;3}, F' = {a,b,c} et f: E — F définie par :

f)=f2)=aetf(3) =c

Alors :
{12} ={f(x),z € {1;2}} = {f(1); f(2)} = {a}
* f(E)={f(2),z € E} ={f(1); f(2); f(3)} = {as c}.

Déterminer f(R)et f(Ry)ou f : R R
T

%
— e’

Remarque s.51. Si f € F(E, F) eta € E, alors on a toujours :
flo)=a, f{a})={f(a)} et [f(E)CF.
Exemple s.52. Soient E = F = Ret:

F

z2.

f : E —
T

Alors, f(E) & F.On peut changer I'espace darrivée pour qu’il y ait égalité, mais il ne s’agit alors plus de la méme application !

II.4 Image réciproque d’un ensemble par une application

~ Définition 5.53. Soient E et F' deux ensembles et f une application de E vers F'. Pour toute partie B de F', on appelle image
- réciproque de B par f le sous-ensemble de E noté f~!(B) défini par

F7YB) = {z € E, f(z) € B}.

Autrement dit :
TC [ BT B,

Remarque s.54. On a toujours f~! (@) = @. De plus, pour tout élément b de F :

FEbY) = {z € B, f(z) =b}.

Soit f : R — R Déterminer f~1({4}), puis f~1({—1}) etenfin, f~1([-1;2]).
T e

x2.

II.s  Applications bijectives

ILs.r  Définition
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Définition s.ss. Soit f € Z(E, F). On dit que:

* f estinjective si :

VU BORE B (o A () [ ().
Autrement dit, f ne prend jamais deux fois la méme valeur.

* f est surjective si :
Yy e F, Iz € E, f(z) =y.

Autrement dit, tous les éléments de ' admettent au moins un antécédent par f.

* f est bijective si :
Vye F,3z € E, f(x)=y.

Autrement dit, tous les éléments de F' admettent exactement un antécédent par f.
Remarque s.56. Une application est bijective ssi elle est injective et surjective.

Parmi ces applications de E dans F, lesquelles sont injectives ? Surjectives ? Bijectives ? Justifier.

Y Y

E E

Soit f : R — R. Alors, f n'est pas bijective. Pourquoi ?
r = z?
Qulen est-il des applications ¢ : R — R* et h : Rt — Rt 2

x = 22 x = 2

‘ Meéthode. Pour étudier le caractere bijectif d’une application f: E — F, on résout pour tout y € F, 'équation y = f(z)
- dlinconnue z € E':

| * sipour tout y € F cette équation admet une unique solution = € E, alors f est bijective

‘ * ’il existe au moins un élément y € F pour lequel cette équation n’admet aucune solution z € E ou admet au moins

deux solutions distinctes, alors f n’est pas bijective.

Exemple s.57. Soit f: RT — [1, +oo[ définie par: Vo € RT, f(z) = 22 + 1. Soient y € [1,+oo[ etz € RT. Alors:

y=f(z) <= y=2’41 = 2’ =y—1 < z=+/y—1,
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ou la derniere équivalence découle de 2 > 0 et de y > 1. Ainsi, f est bijective.

Remarque s.58. Soient I et J deux intervalles de R. Pour démontrer qu’une application f: I — J continue est bijective, on
pourra démontrer qu’elle est strictement monotone et étudier ses limites aux bornes de I'intervalle.

Exemple 5.59. Lapplication f: RT — [1;+oo[ définie par Vo € R*, f(z) = exp(z) est strictement croissante car : Vo €
R*,  f'(z) = exp(x) > 0. De plus, f(0) = 1 et f(x) — +oo lorsque 2 — +o0. Ainsi, f effectue une bijection de R* dans
[1, 400l

Proposition 5.60

Soient f € F(E, F) et g € F(F,G) deux fonctions bijectives. Alors g o f est une application bijective.

ILs.2  Bijection réciproque

Définition s5.61. Soit f € .Z (E, F) une application bijective. On appelle bijection réciproque de f eton note f~! 'application
qui a tout élément de F' associe son unique antécédent par f.

Remarque s.62. Si f est bijective alors pour toutz € Eettouty € F':
y=1[() = 2=/

Q Meéthode. Pour déterminer la bijection réciproque d’une application bijective f: E — F, on résout pour touty € F,'équa-
tion y = f(z) d'inconnue = € E : P'unique antécédent z par f de y est f~1(y).

Illustration 5.63.

Yy 1
_________ . . . i
p Rl T L &
F : o
......... b NN |
E f7H) 4
Exemple 5.64. Soit f I'application f : [0;1] —  [3;5].
z = 2x4+3
Poury € [3;5] etz € [0;1],0na:
y=f(z) <= y=22+3 < x=(y—3)/2.
Deplus, puisquey € [3;5],onay—3 € [0;2] etdonc (y—3)/2 € [0; 1]. Ainsi, la bijection réciproquede fest f~1 : [3;5] [0;

eton peut remarquer que :

{v:r €0:1], /7 (f() = f 20 +3) = (20 +3)—3) /2 = x
Yy e [3;5], f(f1 () = f((y—3)/2) =2((y—3)/2) +3=y—-3+3=y.

On considere les ensembles £ = {1;2;3} et F¥ = {a,b,c} et f: E — F lapplication définie par: f(1) = a, f(2) =

c et f(3) = b. Démontrer que f est bijective et déterminer f~.
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Lapplication f définie ci-dessous est-elle bijective ? Le cas échéant, déterminer sa bijection réciproque.

oo A{ost - {-1,1}
o — 1
< — —1.

Proposition 5.65
~ Soit f € #(E, F) une application bijective. Alors :
foft=idr et flof=idg.
De plus; f~ % est bijective e@@m. — /.

Théoréme 5.66
[ |

~ Soit f € F(E, F) une application. Alors, il y a équivalence entre :

. (i) f estbijective;
(i) Hexisteg € F(F,E)telquego f =idget fog=idp.

~ De plus, si tel est le cas, g est unique et g = f~ .

Exemple 5.67.
Considérons la translation de vecteur (1,1) dans C :

f:Cc - C

2 e 24 (1449) /‘f(z)

ainsi que la translation de vecteur (-1, —1) dans C :

g : C — C
z = z—(1+19).

Alors, pour tout z € C:

Dong, f est bijectiveet f~! = g.

Exemple 5.68. Soit f l'application définjiepar: f : N — N*
r — x+1.
Définissons application g : N* — N
r — x—1.
On vérifie aisément que g o f = idy et que f o g = idy+. Ainsi, f est bijective et f~! = g.

Remarque 5.69. Il faut vérifier les deux conditions f o g = idp et g o f = idg pour démontrer que f est bijective et que
7! = g. En effet, prenons::

— RT g : RY - R
Ly g2 et

x T = W/

Alors, pour toutz € RT, f(g(z)) = f(Vz) = (v)? = . Pourtant, ni f ni g ne sont bijectives.

Proposition §.70
R e . ]

Soient f € F(E, F) et g € .F(F,G) deux applications bijectives. Alors, g o f est bijective et :

(gof)t=frog™h

f R
x

11 g I
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III Ensembles finis

Définition s5.71. Un ensemble E est dit fini s’il existe un entier n ainsi qu’une bijection de E dans [1,n].
Remarque s.72. Par convention, on dira aussi que 'ensemble vide est fini.

Démontrer que l'ensemble {a, b, ¢} est fini.

Définition 5.73. Un ensemble est dit infini s’il n’est pas fini.

Exemple 5.74. N, R et C sont infinis.

Propriété 5.75. Si un ensemble E est en bijection avec [1,n] et [1,m], alors n = m.

Définition 5.76. Le cardinal d’un ensemble fini E est l'entier n de la définition s5.71. On le note Card(E) (ou $E ou |E|). On
convient que Card(2) = 0.

Exemple 5.77. Lensemble {a, b, ¢} est de cardinal 3.
. Proposition 5.78
| ——

Soient £ un ensemble fini et A et B deux parties de E. Alors :
(i) A et B sont finis de cardinal inférieur 3 Card(F);

(i) A= F < Card(A) = Card(E);

(iii) Card(E\A) = Card(E) — Card(A);

(iv) Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B);
(v) Card(A x B) = Card(A)Card(B).

|

Méthode. Pour démontrer que deux parties A et B d’un ensemble fini E sont égales, on pourra démontrer que A C B et que

v Card(A) = Card(B).

Proposition 5.79

Soient F un ensemble fini et Ay, . .., Ax une famille de sous-ensembles de E disjoints deux a deux. Alors :
N N
Card (U Ai> = Card(4)).
=1l p=il

Proposition 5.80

]

Soient E un ensemble fini et I un ensemble quelconque. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Ilexiste une bijection de F dans F.
(i) F estun ensemble finiet Card(F) = Card(E).

Exemples 5.81. On peut déduire de ce résultat que, pour tous entiers naturels non nuls n et p,
1. il n’existe pas de bijection entre I'ensemble Z des entiers relatifs et I'ensemble [1, n];
2. il existe une bijection entre les ensembles [1, 7] x [1, p] et [1, np] d’apres le point (v) de la proposition 5.78;

3. il n’existe pas de bijection entre E et &2(E) (voir la proposition s.8s).
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III.i  Combinaisons

Dans tout ce qui suit, n et p désignent deux entiers vérifiant 0 < p < n, et E désigne un ensemble a n éléments.

Définition 5.82. Une combinaison de E i p éléments est un sous-ensemble de £ A p éléments.

JARE 4 Al

Exemple 5.83. Soit E = {a, b, c}. Les combinaisons de E i 2 é]éments sont :

{a,b},{a,c},{b,c}.

Ici, Pordre ne compte pas.

Proposition 5.8ﬂ

Soient E un ensemble de cardinal n et p < n. Le nombre de combinaisons A p éléments de E est :
<n> - n!
p/ pln=p)s

Au loto, on tire 6 boules numérotées parmi 49. Combien y a-t-il d’issues possibles ?

IIL.2.  Ensemble des parties

|

iProposition 5.85
==

i Soit E un ensemble de cardinal n, alors :
B Card (Z(E)) = 2"

Exemple 5.86. Pour 'ensemble E 2 3 éléments de I'exemple 5.15, on remarque bien que Card (#(E)) = 8 = 25.
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— OBJECTIFS DU CHAPITRE -

0 Etudier l'existence d’une asymptote en I'in- 0 Appliquer le théoréme de comparaison
fini

0 Appliquer le théoreme des gendarmes

Q Etudier la limite en un point a l'aide des li-

o . 0 Utiliser les équivalents des fonctions usuelles
mites 2 droite et a gauche

au voisinage de 0 pour déterminer des limites
0 Mémoriser et appliquer le théoréme des va-
leurs intermédiaires

Mémoriser et appliquer le théoreme de la bi-
jection

° Etudier la continuité globale ou en un point
d’une fonction

Q Appliquer le théoreme de la caractérisation
séquentielle de la limite/de la continuité

0 Maitriser les opérations sur les limites

I Limite d’une fonction

I.r1 Limite en ’infini

Définition 6.1. Soient I un intervalle de la forme [a, +-00[ (o1 a € Reest fixé) et f: I — R. On dit que f tend vers £ € Ren
4o00si:

Ve>0,3Ael, Ve 2 A, |f(z)—¢ <e.

Onnotealors:gil}rgoo (z) =4 ou f(x)z_>—+>oo£ ou f+—o>o£ ou kgf=£.

Hlustration 6.2. Quelle que soit la précision ¢, les f () sont tous proches de la limite 4 € prés lorsque x est suffisamment grand.

TR
R e e SEEE
E ___________________________________
R L - - - - N e -
Exemple 6.3. Considérons f : [1,400[ — R . Alors, f tend vers 0 en +co.
cos(x)
x -
x

En s’inspirant de la définition précédente, écrire la définition de « f tend vers £ en —co».

Définition 6.4. Soient I un intervalle de la forme o, +-00[ (ot @ € R est fixé) et f: I — R. On dit que f tend vers +o0 en
400 si :

VM eR, JAe I, Va2 A, f(z) > M.

On note alors : :cgl}—loof(x) =+o00 ou f(x) T licsou f+—o>o +oco ou ngf = +o0.

Hlustration 6.5. Quel que soit le réel M, les f(z) sont tous plus grands que M lorsque x est suffisamment grand.
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T
M dbcocooooocooodbodboocooo/fifcooodooodfoooooonnocooo o
v, i
Exemple 6.6. Considérons la fonction f : [1,400[ — R .Alors, f tend vers 400 en +oc.

xT = T

En s’inspirant de la définition précédente, écrire la définition de « f tend vers —co en —oco».

Définition 6.7. Soient I un intervalle de la forme [cv, +00[ (o1 v € Reestfixé) et f: I — R. On dit que la courbe représentative
- de f admet une asymptote en +oo (resp. —oo) d’équation y = ax + b s’il existe une fonction e: I — R telle que :

f(xz) =ar +b+e(x) auvoisinage de + oo (resp. — 00)
e(x) — 0 (resp.e(z) o 0).

T—>+00 T——00

Hlustration 6.8. Autrement dit, la courbe représentative de la fonction f se rapproche de la droite d’équation y = ax + b
lorsque 2 tend vers I'infini :

f(z) — (ax+b) — 0.

T—r+00

84

I.2 Limiteenun point

I2.1  Premiéres définitions

- Définition 6.9. Soient I une partie non videde R et f: I — R. On dira que f est définie au voisinage de 2y € R si I contient
un intervalle de la forme :

[a,zo] ou Jzo,b] ou [a,zo[U]xo,b], ouencore [a,b] aveczy € [a,b].
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Exemple 6.10. Les deux fonctions f et g ci-dessous sont définies au voisinage de 0 :

f Ry = R et g : R — ‘]R
z +— zln(z) NN smafzr).

Définition 6.11. Soient 29 € Ret f: I — R définie au voisinage de xo. On dit que f admet pour limite £ € R en z si :
Ve>0,36>0,Vz € I, (|x—x0|<(5:>|f(a:)—€|<a>.
~ Onnote alors : li_>m i@ =01 oo ) — £ ou f—{ ouesdimf =2~
T—To T—T0 Zo Zo

Hlustration 6.12. Quelle que soit la précision e, pour z suffisamment proche de z¢, f(z) est proche de £ 2 ¢ pres.

y4

l+ e

f—¢]

Remarque 6.13. La fonction f n’a pas besoin d’étre définie en o pour y admettre une limite. Si f est définie en o et que f
admet une limite en o, alors, cette limite ne peut étre que f (o).

Exemple 6.14. Soit f la fonction définiepar: f : R* — R

Alors ilg})f(x) =1lcar:

_ sin(z) _ sin(z) —sin(0) — sin’(0) = cos(0) = 1.

Vo R, f(@) = = - =

Définition 6.15. Soient g € R et f: I — R définie au voisinage de . On dit que f tend vers +oco en g si :
VM eR,36>0,Vzel, (|m—m0| <= f(a) >M).

Onnotealors: lim f(z) =400 ou f(z) — +00 ou f— 400 ou limf=+oc0.
T—To T—To Zo o

Hlustration 6.16. Quel que soit le réel M, f(x) dépasse M pour tout = suffisamment proche de .
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zog—0 X9 g+ O

sS4

unicité de la limite) 4

Si une fonction admet une limite en un point (ou en I'infini), alors cette limite est unique. :}

L2.2  Limites  droite et 2 gauche

Définition 6.18. Soient zp € Ret f: I — R définie au voisinage de zo. On dit que f admet une limite 3 droite en z si la
restriction de f a IN|xg, +oo[ admet une limite ¢ (éventuellement infinie) en x¢. On note alors :

lim f(z)=¢ ou f(z) — ¢ ou f[f—/.
z—ad z—xd zF

En s’inspirant de la définition précédente, écrire ce que signifie avoir une limite 4 gauche en un point pour une fonction.

Exemple 6.19. La fonction f : R* — vérifie lim f(x) = —ccet lim f(z) = +oc.
z—0~ z—0+

xT —

8| ==

Proposition 6.20
B ]

Soient zy € Ret f: I — R définie sur un intervalle I contenant z. Supposons que o n’est pas une extrémité de 1.
1. Soitf € RU {—o0, +00}. Si li)m f(z) = £ alors lim f(z) =Let lim+f(a:) =/
T—xo =

T—T T—I

2. Si lim f(z) = f(=o) et lim+f(a;) = f(wo), alors lim f(z) = f(zo).

=T T—Tq T—T0
Exemple 6.21. Considérons la fonction f : R* — R
x = |z
fapasdelimiteenOcar lim f(z) # lim f(z).Eneffet, f(z) — 0 et f(z) — -1
z—0~ z—0t z—0t z—0—

Définition 6.22. Soient zp € Ret f: I — R définie au voisinage de x¢. On dit que la droite d’équation z = z( est une
asymptote verticale 2 la courbe représentative de f en zg si :

lim+ f(z) = o0 ou lim f(z) = xoo.

T T

II Carctérisation séquentielle de la limite

Notation 6.23. Soit I un ensemble. On note I™ I'ensemble des suites 2 valeurs dans I.
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Théoreme 6.24 (caractérisation séquentielle de la limite)

Soient £y € R U {+00; —oo}, f: I — R définie au voisinage de z et £ € R U {+00; —o0}. Alors, f tend vers £ en g si et
seulement si :

N

Remarque 6.25. En général, on utilise ce théoréeme pour démontrer qu’une fonction nadmet pas de limite en un point (ou
en +oo).

1
@ Démontrer quelafonction f : R* — R définie par f(z) = sin (;) pour tout z € R* n’admet pas de limite

en 0.

III  Opérations sur les limites

L1 Opérations algébriques

Dans cette section, f et g sont deux fonctions de I dans R. Les notations lim f et lim g désignent respectivement les limites
de f etde g en un point de I ou les limites de f et de g en +00 ouen —oo.

IIl.ix  Limite d’une somme

lim f 14 14 L +00 | —00 | 400

lim g 4 400 | —00 | 400 | —00 | —00

lim(f+g)  £+¢ | 400 | —00 | +00 | —00 ?

IIL12 Limite d’un produit

lim f 14 >0 ¢>0 <0 ¢<0| 0 | 400 -0 | 400
lim g A 400 | —c0 | 400 | —00 | oo | 400 | —00 | —00
lim(fxg) | £x{¢ | 400 | —00 | —00 | +o0 ? | 400 | oo | =0

IIL13 Limite d’'un quotient

lim f ‘ (¢ #0)

1 1
lim — -
m 7

III.2 Limites et relations d’ordre

Définition 6.26. Soient f: I — R et 2o un élément ou une extrémité de I. On dira qu’une propriété portant sur f est vraie
au voisinage du point z s’il existe un intervalle ouvert J,,, de centre zy tel que la propriété soit vraie sur J,, N I.

Remarque 6.27. Cela signifie que cette propriété doit étre vraie pour tout 2 suffisamment proche de .

Définition 6.28. Soit f: [z, +0o[— R une fonction. On dira qu’une propriété portant sur f est vraie au voisinage de 'infini
s'il existe M € R tel que cette propriété soit vraie pour tout z > M.
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Théoréeme 6.29 (de comparaison

Soient f et g deux fonctions de I dans R et zp € R U {+00; —oo} un élément ou une extrémité de 1. On suppose que, au
voisinage de zo, f < g.

(i) Si f et g admettent des limites finies en zg, alors lim f < lim g;
xo xo
(i) Silim f = 4o0alorslim g = o003
o Zo

(iii) Silim g = —ooalorslim f = —oo0.

Théoréme 6.30 (des gendarmes
[ e O~ |

Soient f, u et v trois fonctions de I dans R et zy € R U {+00; —oo} un élément ou une extrémité de I. Si:

(i) auvoisinage de zp, u < f < v,

(i) imu = limv = £avecl € R,
i) o

alors lim f = /.

Corollaire 6.31

Soient f une fonction de I dans R et zy € RU {+00; —co} un élément ou une extrémité de I. S’il existe une fonction e de I
dans R et un réel £ tels que :

(i) pour tout x au voisinage de zo, | f(z) — ¢| < e(x),
(ii) mlLrg e(z) =0,

alors, lim f = /.
o

III.3  Limites et fonctions composées

Théoreme 6.32
B i e 2] —

Soient I et J deux parties de R et 2y un élément ou une extrémité de I. Soient f: I — Jet g: J — R. Soient encore
yo € RU {+00; —oo}etl € RU{+00; —c0}. Alors:

Jim f(z) =0 :
I = Jim (g o f)(z) =¢.
Y—Yo
. j

IV Comparaison locale de fonctions

Dans tout ce qui suit, f, g et h désignent trois fonctions de I dans R et 2o un élément ou une extrémité de I.
IVi Négligeabilité

Définition 6.33. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de o eton note f(z) = o(g(x)) s'il existe une fonction
T—>X0

e: I - Relle que:

Tr—xo

{6(.73) — 0
Ve el, f(z) =e(z)g(x).

On écrira encore «au voisinage de xo, f = o(g)» ou «en zg, f = o(g)».
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f Proposition 6.34 ;
i e

Si g ne sannule pas sur I'\{xz(} alors :

I i

e f(z)
g e —
~Auvoisinage de z, si f est négligeable devant g et que g est négligeable devant h alors f est négligeable devant h. v’
Exemples 6.36. Entre autres :
* Au voisinage de 400, 27 = o(e”).
* En0,In(z) = o(1/z).
f@) =, o1) <= lim f() = 0.
Théoréme 6.37 (croissances comparées)l
Soient o > 0 et 8 > 0. Alors,
B a
(ln(—x)) — 0 & i — 0.
1 AN efr z—4o00

IV2 Equivalence

Définition 6.38. On dit que f estéquivalente 2 g au voisinage de zp etonnote f(z) ~ g(x)s’ilexisteunefonctione: I — R

-y

r—xo

telle que :
5 {6(.’1:) — 0
- Ve el, f(z) =(1+e(z))g(x).

Proposition 6.39 S

@) 7 9@ = f@)-g@) = o(g).
I
Proposition 6.40

Si g ne sannule pas sur I'\{x(} alors :

f(z) o g(r) = e o 1.

Proposition 6.;1
[ e -l

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de z tel que 2y € Rouzy = +ooouxg = —ooetsoitl € RU{+00; —co}.

(i) Si f(=) o g(z) et que mll)ngo g(x) = £, alors mlgglo Fl@) =4

_ yiy

(ii) Si¢ e R*,alors ( f@) o £ lim f(z)= e).
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Proposition 6.42

Au voisinage de z :

(i) f ~ gsietseulementsig ~ f.
(ii) Sif ~ getqueg ~ halors f ~ h.
(iii) Si f ~ getqueh ~ kalors fh ~ gk.

(iv) Si f ~ getque f et g ne sannulent pas au voisinage de zg alors 1/f ~ 1/g.

A - Attention. Comme pour les suites, on ne peut ni additionner ni composer des équivalents.

Démontrer que :

1. En 400,27 + 22 4 In(x) ~ 27. 2. En0, 22 + 23 ~ 22
Proposition 6.41J
: ; 5 s e
In(1+ ) o cos(z) — 1 R /2
*sin(z) ~ = o =1 ~ @
xz—0 x—0

sin®(x)

Déterminer la limite éventuelle en 0 de la fonction x — 3 T
e +x
In(1

@ Déterminer la limite éventuelle en 0 de la fonction x — M

T

V Fonctions continues
V.1 Continuité en un point

Définition 6.44. Soient f: I — Retz € I. On dit que f est continue en zg si f admet pour limite f(z¢) en .

11 2 Al

' Proposition 6.45 (Caractérisation séguentielle de la continuité) !

Soient f: I — Retxzy € I. Alors, f est continue en zg ssi pour toute suite (uy,),, d’éléments de I qui converge vers o, f(u,,)
converge vers f(zo).

Exemple 6.46. Démontrons que la fonction définie ci-dessous n'est pas continue en 0 :

f R — R
1 s
NN { sizeQ
0 sinon.

(s . o ™
Définissons la suite (uy,),, de terme général u,, = —. Alors (u,,),, converge vers 0 et ne prend pas ses valeurs dans Q. Donc :
n

vneN, f(u,)=0 — 0.

n—o

Drautre part, f(0) = 1 puisque 0 € Q. Ainsi :

T f(un) # £(0),

ce qui démontre d’apres la proposition précédente que la fonction f n’est pas continue en 0.
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V.2 Continuité globale

Définition 6.47. Soit f: I — R. On dit que f est continue sur I si elle est continue en tout point z, de I.

1R 2 Al

Remarque 6.48. Graphiquement, cela signifie qu'on peut tracer le graphe de f sans lever le crayon. Attention cependant a ne
pas faire de trait vertical !

Proposition 6.49

Soient f et g deux fonctions continues de 7 dans R et A € R. Alors :

(i) Mf + gestcontinuesur I;
(ii) fg est continue sur I

- (iii) si g ne sannule pas sur I, alors f/g est continue sur 1.

- Définition 6.50. Soit f: I — R ol I est un ensemble de la forme

Jzo,b] ou [a,x0] ou [a,zo[U]xg,b].

On dit que f est prolongeable par continuité en z si f admet une limite finie en .

Exemple 6.51. Soit f la fonction définie par :

NN sin(x)
x
s . sin(z)
Alors, on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 1. En effet: hg% — = 1.
Soit f la fonction définie par :
f iR o R
cos@ =1 .o,
T = 2
x+k sixz > 0.

Déterminer un réel k tel que f soit prolongeable par continuité en 0 : on commencera par tracer le graphe de f en prenant
une valeur de k «au hasard».

V.3 Fonctions continues sur un segment

Théoreme 6.52
e O

Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Alors, f est bornée sur [a, b] et y atteint ses bornes.

[RE_J Al}

Remarque 6.53. En terme de quantificateurs, cela signifie que
dzy € [a, 0], Vo € [a, 0],  f(z1) < f(2),

et que

dze € [a,b], Vz € [a,b], f(x) < f(x2).
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des valeurs intermédiaires)‘[T

Théoréme 6.

Soient f: [a,b] — R une fonction continue et k un réel compris entre f(a) et f(b). Alors :

dec € [a,b], f(c)=k.

Remarque 6.55. Autrement dit, 'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Hlustration 6.56. Dans le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction f peut prendre plusieurs fois la valeur k sur I'inter-
valle [a, b].

V.4 Fonctions monotones

Théoréme 6.57 (de la bijection) !
ject —
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors :

(i) f réalise une bijection de I sur f(I)
(ii) f~* estcontinue et strictement monotone, de méme monotonie que f

(iii) les bornes de f(I) sont les images par f des bornes de 1.

Exemple 6.58. Considérons la fonction f : [0,+00[ — R .
T o2

Alors f est strictement croissante sur I = [0, +-ocl. f réalise donc une bijection de I dans J = f(I) = [0, 4+-oc]. Sa bijection
réciproque est continue de J dans I : cest la fonction racine carrée.

Démontrer que I'équation In(2z + 1) + sin(z) = 1 admet une unique solution sur l'intervalle [0, 7 /4].
Indication : on pourra étudier la fonction z — In(2z + 1) + sin(z) sur [0, 7/4].

Proposition 6.59
e — |

Lorsque f est bijective, les graphes de f et de f~* sont symétriques par rapport 4 la droite d’équation y = x.
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Dans tout ce chapitre, K représente un ensemble qui désigne R ou C.

. OBJECTIFS DU CHAPITRE ~

Maitriser les opérations sur les polyndmes
(somme, produit, dérivée)

Manipuler les degrés de polynémes en lien
avec ces opérations

Exploiter le lien entre degré d’un polynéme
et nombre de racines

Déterminer le reste dans une division eucli-
dienne de polynémes de degrés quelconques
Décomposer un polyndme en produit de
facteurs irréductibles sur R[X]
Décomposer un polyndéme en produit de
facteurs irréductibles sur C[X]

Déterminer des relations entre les racines et
les coefficients d’un polyndme

Effectuer une division euclidienne de poly-
ndmes de petits degrés

I Lensemble des polynémes

I.1  Premicres définitions

Définition 7.1. Un polyndme sur K est une suite de coefficients (ay,), de K dont tous les termes sont nuls  partir d’un certain
rang. Pour simplifier, on écrira le polynéme (ag, a1, . .., an,0,...) sous la forme

T L@ K A gl e e A
eton dira que X est I'indéterminée du polynéme.

n

Remarque 7.2. On note parfois aussi Z apX* ou plus simplement }~ a; X kle polyndme de la définition précédente.
k=0

Définition 7.3. On note K[X] I'ensemble des polynémes a coefficients dans K.

Exemples 7.4. Entre autres :
* P=1+ X — 3X*estun polyndme.
* P = 0 estle polyndme nul.

Définition 7.5. Soit P un polyndme de K[X]. La fonction polynomiale associée 2 P est :

K —- K
2 ()

On peut démontrer que la fonction ci-dessus détermine entierement le polyndme P. Cest pourquoi on identifiera souvent
un polyn6me  sa fonction polynomiale associée.

Proposition 7.6
e = — |

Une fonction polynomiale est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. 1

Remarque 7.7. Deux polynémes P et @ sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux.
L2 Opérations sur les polynémes

Définition 7.8 (Somme). Soient P = Y aX* et Q = 3 by X* deux polyndmes 2 coefficients dans K et soit A € K. On
définit le polynéme AP + @ par :

AP+Q = (Aaj + bp) X",

e
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Exemple 7.9. Soient P =1+ X? et Q = X + X2 + 3X3. Alors::
P-Q=(1+X%) - (X+X>+3X%)=1-X -3X°
Définition 7.10 (Produit). Soient P = Y~ ar X* et @ = Y by X* deux polyndmes de K[X]. On définit le polyndme PQ par :

PQ=>) cXx*

ou pour toutk € N:
Cr = Z (Libj.

itj=k

Remarque 7.11. La multiplication polynomiale correspond 4 la multiplication des fonctions polynomiales associées.

Exemple 7.12. Soient P = 1+ X et Q = 3X + X?, alors:
PQ=(1+X)BX+X?) =3X+X>+3X>+X>=3X +4X° + X°
L3 Degré d’un polynéme

Définition 7.13. On appelle degré d’un polynéme non nul P = 3~ a;, X* le plus petit entier ng tel que : Vn > ng, a, = 0.
On le note deg(P).

Remarque 7.14. Soit P = " a; X* un polynéme non nul.

an # 0
Vk >mn, ap =0.

deg(P) =n «— {
Définition 7.15. Par convention, on dira que le degré du polynéme nul est —oo.

Exemple 7.16. Soit P = 1 + 3X?, alors deg(P) = 2.

Définition 7.17. Soit P = Y a;, X* un polynéme non nul. On appelle coefficient dominant de P le coefficient a,, ot n =

deg(P).
Exemple 7.18. Si P = 1 + 2X?, alors le coefficient dominant de P est 2.

Définition 7.19. Un polyndme est dit unitaire si son coeflicient dominant est égal 4 1.

Proposition 7.20

Soient P et @ deux polyndmes non nuls de K[X]. Alors
(i) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

(ii) Sideg(P) < deg(Q), alors deg(P + Q) = deg(Q)

(iii) Sideg(P) = deg(Q) alors deg(P + Q) < deg(Q).

Remarque 7.21. De mani¢re générale, on a toujours : deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q)).

Exemple 7.22. Soient P =14+ X etQ =1 — X. Alors: P+ Q = (14 X) 4 (1 — X) = 2. Doncdeg(P + Q) = 0. Pourtant,
P et @ sontde degré 1.

Exemple 7.23. En cas de doute, pour retrouver le point (i) de la proposition, on pourra prendre par exemple : P = X" et

Q = X", auquel cas : PQ = X" On a bien deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
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Soient P, @ et R trois polynémes non nuls tels que : PQ = PR. A Taide de la proposition 7.20, démontrer que

deg(Q) = deg(R).

IT Divisibilité dans K[ X]
II..  Définition

Définition 7.24. Soient P et ) deux polyndmes de K[X]. On dit que P divise @ (ou que @ est un multiple de P) et on note
PlQsi:
3R K[X], » @=2BR.

Exemple 7.25. Soit P = X3 — X. Alors: P = X(X? —1) = X(X — 1)(X + 1). Donc:

X|P, (X-1)|P, (X?-1)|P,...

1
Exemple 7.26. Soient P = 14+ X et Q = 24 2X. Alors P = §Q et @ = 2P. Ainsi P|Q et Q| P.

Remarque 7.27. Soient P et Q deux polynémes non nuls.
(i) SiP|Q,alorsdeg(P) < deg(Q)
(i) P|P
(iii) Si P|Q et que Q|P, alorsil existe X € K* tel que P = AQ.

II.2 Division euclidienne

Théoreme 7.2.8 (division euclidienne)
3 e

Soient A et B deux polynémes de K[X] avec B non nul. Alors :

A=BQ+R

Hl(Q,R) & K[XP’ {deg(R) < deg(B)

Exemple 7.29. Effectuons la division euclidienne de X® — X* + X3 par X2 + 1. Il s’agit de poser la division de X® — X* + X3
par X2 4 1 comme on a appris 4 le faire & I'école primaire pour diviser des nombres. On commence par se demander par quel
mondme multiplier X2 + 1 pour obtenir un polynéme dont le terme de plus haut degré est X (le terme de plus haut degré
du polynéme X5 — X% + X3): cest X3 car X% x X3 = X°. Puis on répete ce procédé pour chacun des dividendes successifs.

2
X5 x4 4x3 X+t
—(X° +X7?) X3-X?+1
—X4

—(—=Xx* -X?)
X2

—(X? +1)

-1

Ainsi :
XXt X3 =(X2+1)(XP - X% 4+1) - 1.

Effectuer la division euclienne de X* — 2X3 + X — 3 par X? + X + 1.
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II.3  Polynémes irréductibles

Définition 7.30. Un polynéme P de K[X] est dit irréductible dans K[X] si deg(P) > 1 et que les seuls diviseurs de P sont les
polyndmes de la forme X et les polyndmes de la forme AP ot A € K*.

Exemple 7.31. Démontrons que les polynoémes de degré 1 sont irréductibles.
Soit P un polynéme de K[X| de degré 1. Démontrons que P est irréductible dans K[X|. Considérons un diviseur Q de P.
On aalors : deg(Q) < deg(P) = 1. De plus, Q # 0 (car P # 0). Il y a donc deux cas possibles : deg(Q) = 0 ou deg(Q) = 1.
* Sideg(Q) = 0, alors Q est un polyndme constant. Il existe donc A € K* tel que Q = .
* Sinon, deg(Q) = 1. Notons alors R le polynéme de K[X] tel que P = QR. On remarque que : deg(R) = deg(P) —
deg(Q) = 1 — 1 = 0. Ainsi, le polynéme R est un polynéme constant : il existe donc v € K* tel que R = a. D'ou
P =Q x aet, par conséquent, Q = L P = APavec A = 1 € K*.
Les seuls diviseurs de P sont donc les polynémes de la forme A et les polyndmes de la forme AP avec A € K*. Ainsi, P est
irréductible dans K[ X].

Exemple 7.32. Soit P = 1 + X?. Alors P est irréductible dans R[X] mais pas dans C[X] puisque :

P=(X—i)(X +1i).

IIT  Polyndéme dérivé

Définition 7.33. Soit P = >~ a;, X* un polynéme de K[X]. Le polynéme détivé de P est le polyndme P’ défini par :

P'=> kapX* 1.
k>1
Exemple 7.34. Soit P = 4X* +8X3 — 2X + 1. Alors P’ = 16 X% + 24 X2 — 2.
Exemple 7.35. Soit @ = 1 + 2iX — (1 + i) X2 Alors Q' = 2i — (2 + 2i) X.

Remarque 7.36. Lorsque K = R, la notion de dérivée coincide avec celle vue en analyse pour les fonctions d’une variable
réelle.

Proposition 7.
B e e,

Soient P et @ deux polyndmes de K[X] et A € K. Alors :

2O = \P' 1 Q)
(i), (PRY=Frc= PU&

Démonstration. Lorsque K = R, c’est une conséquence des propriétés de la dérivation sur R. Ce résultat peut aussi se dé-
montrer de maniere directe (avec K = Rou K = C). O

Définition 7.38. Soit k& € N*. On définit par récurrence la dérivée k-itme d’un polynéme P, notée P(¥); comme étant la
dérivée de P**~1)_ Par convention, on note P(O) = P.

Exemple 7.39. Soit P = 1 + X3, Alors: P’ = 3X2, P” = 6X, P®) =6etVk > 4, P® = 0.

Soit P un polyndme de degré n. Démontrer que pour tout k > n, P¥) = 0.

IV Racines d’un polynéme
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IVa Définition

Définition 7.40. Soit P € K[X]. On dit que @ € K est une racine de P (ou un zéro) si P(a) = 0.

Proposition 7.

Soient P € K[X] et € K. Alors :
(i) aestuneracinede P ssi (X — ) divise P

(ii) sideg(P) = mnavecn > 0alors P admet au plus n racines distinctes.

Corollaire 7.42.

|

Soit P € K[X] de degré n. Si P admet n racines distinctes a1, . . ., oy, alors P s’écrit :

P=a,(X —a1)...(X —ay)

ol a,, est le coefficient dominant de P.

Soit P = X3 + 3X? — X — 3. Démontrer que P est divisible par X — 1 et effectuer la division euclidienne de P par
X — 1. Indication : on pourra calculer P(1).

IV Racines multiples

Définition 7.43. Soient P € K[X] et p € N*. On dit que @ € K est une racine de P d'ordre de muldplicité p (ou plus
simplement d'ordre p) si :

(X —a)|P et (X —a)P™ JP.
Exemple 7.44. Soit P = X* — X2, Alors, 0 est racine d'ordre 2 de P. En effet
P=X%*X?-1)=X*(X-1)(X +1).

Donc X? divise P, mais P n'est pas divisible par X3.

Théoreme 7.

Soient P € K[X],p € N* et @ € K. Alors, « est une racine de P d’ordre p ssi :

P=(X-a)Q

3Q € K[X], {Q(a) o

Soient P € K[X],p € N* et @ € K. Alors, « est une racine de P d’ordre p ssi :

Pla)=P(a)=...= PP D(a)=0 et PP (a)#0.

Démonstration. Dansle cas ou P € R[X], il suffit d’appliquer la proposition précédente puis de se souvenir comment dériver
un produit. O
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V  Factorisation de polyndmes
Vi  Polyndmes scindés

Définition 7.47. On dit qu’un polyndme P est scindé sur K[X] s’il existe un scalaire A € K, des entiers non nuls p1, pa, - - -,
pn et des éléments oy, ag, - - -, v, de K tels que P s’écrive :

P=XX—01)P(X —a2)P? ... (X —a,)?’.
Autrement dit, un polyndme est scindé sur K[X] si et seulement si toutes ses racines sont dans K.

Exemple 7.48. Le polynéme X2 + 1 est scindé sur C[X] car on peut écrire : X? + 1 = (X — i)(X + 7). Cependant, comme
X2 +1 n’admet pas de racine réelle, il n’existe pas de réels a, a1 et as telsque : X2 4+ 1 = a(X — a1)(X — as), etdonc X2 + 1
n’est pas scindé sur R[X].

V.2 Décomposition en produit de facteurs irréductibles

Proposition 7.4
g — e

Tout polynéme non nul de K[X] se décompose en produit de polynémes irréductibles unitaires de K[X . Cette décompo-
sition est unique 4 'ordre des facteurs pres.

L

Remarque 7.50. Cette décomposition est similaire 4 la décomposition des entiers en produit de nombres premiers.

Va1  Décomposition dans C[X]

Théoréme 7.51 (de d’Alembert-Gauss)
|

Tout polynéme non constant de C[X| admet au moins une racine.

Tout polynéme sur C[X] est scindé.

LARLIRLS

Remarque 7.54. Cela signifie que I'on peut toujours factoriser un polynéme sur C[X| en un produit de polynémes de degré
1 a coefhicients dans C.

Exemple 7.55. Factorisons le polyndme P = X3 +2 en produit de polynémes irréductibles dans C[X]. Pour cela, déterminons
les racines de P. Soit z € C.
P2)=0 < 2°+2=0 < 2°= -2

On remarque que :

) 3 ) 3
—9 — 9eiT™ — (\3/5) ez37r/3 — <\3/§elﬂ'/3> )
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Par conséquent,

w

a3 3 ,

\/_ 171'/3
— dk € [[O 2]] 5= \/_6271'/3 szﬂ'/3 \/— 1(2k+1),,

S~——
2

Ainsi, la décomposition de P en produit de polyndmes irréductibles dans C[X ] est :

P = (X— \i"/ie%) (X—i— \75) (X— %Ci%>.
Factoriser dans C[X] le polynéme P = X5 — 1 en produit de polyn6émes irréductibles.

V2.2 Décomposition dans R[ X

Proposition 7.56
e o |

Les polyndmes irréductibles de R[X] sont :
(i) les polynomes de degré 1;

(ii) les polynémes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

Lemme 7.57. Soient P € R[X] et « € C\R une racine de P. Alors, @ est racine de P.

Exemple 7.58. Factorisons le polyndme P = X?®+ 2 en produit de polyndmes irréductibles dans R[X]. D’apres l'exemple 7.5s,
la décomposition de P en produit de polyndmes irréductibles dans C[X] est :

- (x- 307 (1 ¥3) (- 30%).

1 T
3

-5 T ,
Remarquons que ets =eiF =¢'3. Par conséquent,

Ve (x4 ¥3) (x - v25%)
((X_wei%)(x_we@))
(Xz zemm-) +(f ) (V3 ze))
(- sne(5en) - ()

(X2—2\/§cos< )X +28 )
:(X+x/§)( —\/_X+23).

5

P=

3

5
&

><
&

><
%

><
§|

(-
(x+2)
(x+2)
(x+2)
= (x+¥2)

Par construction, le polynéme X2 — /2X + 23 ne posséde pas de racines réelles. La décomposition de P en produit de
polyndmes irréductibles dans R[X] est donc :

_ (X+€/§) <X2—€/§X+2%).

Factoriser dans R[X] le polynéme P = X° — 1.
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Soit P = X* — 2X® 4+ 2X? — 2X + 1. Démontrer que 1 est racine multiple de P puis en déduire les factorisations de
P dans R[X] et dans C[X].

Factoriser dans R[X] et dans C[X] le polyndme P = X3 — 3X? +4X — 2.
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Dans tout ce chapitre, I désignera un intervalle de R non vide et non réduit a2 un point. On notera f une fonction de I dans

R, et on se placera dans un repere orthonormé (O, 4, 7)

OBJECTTIFS DU CHAPITRE
O Etudier la dérivabilité d’une fonction en un C Déterminer les extrema locaux éventuels
point d’une fonction
O Justifier la dérivabilité d’une fonction et cal- C Appliquer le théoréme de Rolle, le théoreme
culer sa dérivée a I'aide des formules usuelles des accroissements finis, I'inégalité des ac-
O Etudier les variations d’une fonction 2 l'aide croissements finis
du signe de sa dérivée O Calculer la dérivée de la bijection réciproque

d’une fonction bijective

I Dérivabilité en un point

Définition 8.1. On dit que f est dérivable en a € I sila limite suivante existe et est finie :

e 1@ = 1@

T—a a5 — @

On appelle alors cette limite nombre dérivé de f en a et on la note f'(a) (ou parfois e (f)(a)).

dz

Illustration 8.2.. Le rapport :
f(z) = f(a)

r—a

correspond au coefficient directeur de la droite passant par les points M, = (a, f(a)) et M, = (z, f(x)).

Démontrer que les fonctions constantes sont dérivables de dérivées nulles.

Soientn € N* et f la fonction définie par :

f: R — R
rz +— x"™

Démontrer que f est dérivable en tout point a € Ret que f/(a) = na""'.
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Proposition 8.3

ﬁ

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f estdérivableenaet f'(a) =/
g it h) — fla) _
et 10 _,
(iii) il existe une fonctione: I — Rtelle que f(a + h) = f(a) + ke + he(h) avec lim e(h) = 0.

h—0

Proposition 8.4

Si f est dérivable en a, alors 'équation de la tangente 4 la courbe représentative de f au point (a, f(a)) est donnée par :

y=fla)+(z-a)f'(a)

£

Proposition 8.

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

A - Attendon. La réciproque est fausse ! Penser a la fonction valeur absolue par exemple.

Définition 8.6. On dit que f est dérivable 2 droite en a si sa restriction a I N [a, +-00] est dérivable en a. On note alors f}(a)
le nombre dérivé de f a droite en a.

Remarque 8.7. f est dérivable a droite en a ssi la limite ci-dessous existe et est finie :

fo f@th) = fla)

h—0t h

Définition 8.8. De méme, la dérivée 2 gauche de f en a notée f, (a) est, lorsqu’elle existe, la limite suivante :

o fath) = 1)

h—0— h

Proposition 8.
EE— e =g

[ est dérivable en a ssi f est dérivable a droite et 2 gauche en a et que fj(a) = f,(a). Dans ce cas, f'(a) = fj(a) = f;(a).

Exemple 8.10. La fonction valeur absolue n'est pas dérivable en 0. Elle admet cependant en ce point une dérivée a droite et
une dérivée a gauche. En effet, si on pose f(x) = |z| pour tout z € R, alors :

JO+h) ~F©) _[H-[0] _h-0_

Vh >0, h I A
P (R I (N 1 O S

h h h h—0-
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II Dérivabilité globale

Définition 8.11. On dit que f est dérivable si elle est dérivable en tout point de son domaine de définition Dy. On note alors

f' lapplication définie par Dy —

R

7z = @)k

II.1

Dérivées usuelles 2 connaitre

Remarque 8.12. Les fonctions usuelles (trigonométriques, polynomiales, fractions rationnelles, exponentielles, logarithmes)
sont dérivables sur leurs ensembles de définition. Attention cependant : la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0. On
rappelle ci-dessous les dérivées des fonctions usuelles ainsi que leurs ensembles de dérivabilité respectifs.

Fonctionx +— - - -

Domaine de dérivabilité

Dérivée z s - --

", neN R na™ 1
", neLr R* nan !
z% a€R\Z 10, +o00] ar®1

In(z) 10, x| :
exp(z) R exp(z)
cos(x) R —sin(z)
sin() R cos(z)
tan(x) R\ {% +km, keZ} 1+ tan?(z)

Etudier la dérivabilité éventuelle de la fonction  f

Ry

— R

sur son ensemble de définition.

I Opérations sur les fonctions dérivables

e ———

Soient f et g deux fonctions dérivables de I dans R et A € R. Alors :

(i) A\f + gestdérivableet (Af +g) = Af + ¢’

(ii) fgestdérivableet (fg) = f'g+ f¢'

Théoréme 8.14

i

Ve el,

i
g2

o 7o
(iii) si g ne sannule pas sur I alors f /g est dérivable et (E) == 7

Soientwu: I — Jet f: J — R deux fonctions dérivables. Alors, f o u est dérivable sur I et :

(f ou)'(w) = v'(x) x f'(u()).
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II.3  Fonctions bijectives

Rappels
* Lapplication f: I — J estbijectivesi:Vy € J, 3wz € I, y = f(x).
* Si f: I — J est bijective, alors sa bijection réciproque f~!: J — I vérifie:

{VyeJ, (fof ™=y

veel, (ftof)(z)=

(N ———— |

Supposons que f: I — J est bijective, dérivable sur I et que f’ ne sannule pas sur I. Alors, f~! est dérivable sur .J et :

1

veld, (F )@= e r o)

Démontrer que l'application f ci-dessous est bijective puis étudier la dérivabilité de sa bijection réciproque :

f o )=-n/2,7/2] — R
x —  tan(z).

II.4 Fonctions de classe "

Définition 8.16. On définit la dérivée n-i¢me d’une fonction par récurrence. On dit que f est n fois dérivable sur I si elle est
n — 1 fois dérivable sur I et que sa dérivée (n — 1)-eme est dérivable. On note alors f(™) la dérivée n-ieme de f. On convient

que f© = f.

Soit :

f i RE — R
1

x _ —.
x

1. Justifier que f est dérivable sur son ensemble de définition et calculer f’.

2. Justifier que f” est dérivable sur son ensemble de définition et calculer f”.
3. Faire de méme jusqu’a ).

4. Déterminer pour tout n € N* une formule de récurrence pour le calcul de ™ et démontrer ce résultat.

Définition 8.r7. On dit que f est de classe €™ sur I si elle est dérivable n fois et que sa dérivée n-ieme est continue. On note
¢™(I) lensemble des fonctions de classe € sur 1.

Définition 8.18. Une fonction est dite de classe € si elle est de classe €™ pour tout n € N.

Exemple 8.19. Les fonctions usuelles (trigonométriques, polynomiales, fractions rationnelles, exponentielles, logarithmes)
sont de classe €*° sur leurs ensembles de définition.

Remarque 8.20. La fonction racine carrée est de classe €' sur R’ mais pas sur R

III ‘Théorémes de Rolle et des accroissements finis
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III.1  Extrema locaux d’une fonction dérivable
- Définition 8.21. On dit que f admet un maximum global en a si :
el

Exemple 8.22. Lafonction f : R — R admetun maximum global en 0.
r — —x?

- Définition 8.23. On dit que f admet un minimum local en a s’il existe un voisinage V' de a tel que :

veeV, f(z)> f(a).
Hlustration 8.24. Un extremum local n'est pas forcément global.

i =il

minima locaux

maximum local

84

Proposition 8.2.

Soit a un point de I qui n'est pas une extrémité de . Si f est dérivable en a et que f admet un extremum local en a, alors

f'(a) = 0.

Hlustration 8.26. Les tangentes a la courbe représentative de f aux extrema locaux sont horizontales.

y4

84

A - Attention. La réciproque est fausse ! Penser par exemple 2 la fonction cube en zéro.
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III.2 Accroissements finis
Théoréeme 8.27 (de Rolle)

- Soit f: [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b] telle que f(a) = f(b) (a < b). Alors :

Jc €la, b, f'(c) =0.

lustration 8.28. Il peut y avoir plusieurs points en lesquels f” sannule.

Yy

Théoréme 8.29 (des accroissements finis)

f(b) - f(a)
=

(a, f(a)) et (b, f(b)). Le théoreme des accroissements finis dit qu’il existe au moints un réel ¢ dans I'intervalle |a, b[ tel que le
coefficient directeur de la tangente 4 la courbe représentative de f au point (c, f(c)) soit le méme que celui de la droite (AB).

Illustration 8.30. Le rapport correspond ala pente de la droite reliantles points A et B de coordonnées respectives

y
f0) 1

Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Démontrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que :

/ f(z)dz = (b—a)f(c).
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Indication : appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction

g : [a,b] — R
x /f(t)dt.

72| Un automobiliste met 10 minutes pour aller 4 son travail, situé & 15km de chez lui. Démontrer qu’il a atteint la vitesse

de 90km/h lors de son trajet.

Corollaire 8.31 (Inégalité des accroissements finis)
]

Soit f: I — R une fonction dérivable sur I. S’il existe une constante M > 0 telle que pour tout z € I on ait | f/(x)| < M,

alors :

R 3 AT

V(a,b) € %, |£(b) = f(a)| < Mb—al.

III.3 Variations des fonctions dérivables

Définitions 8.32. On rappelle que :
* festcroissantesur I'si: V(x,y) € I, (z <y = f(z) < f(y))
+ f est strictement décroissante sur I si: 2 V(x,y) € I?, (x <y = f(z) > f(y)).

Théoréme 8.33

Supposons f dérivable sur I. Alors :
(i) f est constante sur I si et seulementsi f/ = 0 sur I
(ii) f estcroissante sur I si et seulementsi f’ > 0 sur [
(iii) si f/ > 0 sauf éventuellement en un nombre fini de points, alors f est strictement croissante sur 1.
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OBJECTIFS DU CHAPITRE
0 Déterminer des valeurs remarquables des dérivabilité des fonctions arc sinus, arc cosi-
fonctions arc sinus, arc cosinus et arc tan- nus et arc tangente
gente 0 Calculer des dérivées impliquant les fonc-
o Rappeler les ensembles de définition et de tions arc sinus, arc cosinus et arc tangente

Pour pouvoir aborder ce chapitre, il est nécessaire d’avoir intégré la notion de fonction bijective et de bijection réciproque. En
outre, un résultat essentiel est le théoreme ci-dessous vu dans le chapitre 8.

Théoreme 9.1

Supposons que f: I — J (ou I est un intervalle non vide non singulier de R) est bijective et dérivable et que f” ne s'annule
passur I. Alors, f~* est dérivable sur .J et:

wed (Y= gre s

I Lafonction arc sinus

La fonction sinus n’est pas bijective de R dans R. Cependant, elle I'est de [—7/2; 7/2] dans [—1; 1].

Définition 9.2. On appelle arc sinus et on note arcsin la bijection réciproque de la fonction :

[-7/27/2) = [=1;]]
a2 —  sin(x).

Autrement dit, pour y € [—1; 1], arcsin(y) est 'unique angle compris entre —7/2 et 7/2 dont le sinus vaut y :

' ' i y=sinx ;
Yy € [—1,1], <arcsm(y) = L {l‘ 3 [—71'/2;71'/2] )

La fonction
fol=m/Z7/2] — [-1;]]
x —  sin(z),

étant continue et strictement croissante sur [—m /2; 7 /2], sa bijection réciproque arcsin est également continue et strictement
croissante sur [—1; 1]. De plus, la dérivée de la fonction f ne sannule pas sur ] — 7/2; w/2] car :

Vo €] —n/2;7/2[, f'(x) = sin'(z) = cos(z) > 0.
D’apres le théoréme 9.1, on en déduit que sa bijection réciproque arcsin est dérivable sur | — 1; 1], et que

c N 1y _ 1 _ 1 _ 1
Vy E] —1; 1[, arcsin (y) - (f 1) (y) - (f/ ° f_l) (y) - Sin'(arcsin(y)) = cos(arcsin(y)) .

Or, pour tout y €] — 1;1]:
(cos(arcsin(y)))? = 1 — (sin(arcsin(y)))? = 1 — ¢/,

|cos(arcsin(y))| = /1 — 2.

Enfin, puisque arcsin(y) appartient a | — 7 /2; 7 /2[ et que la fonction cos est positive sur | — 7/2; 7/2], on en déduit que :

donc

cos(arcsin(y)) = /1 — y2.

D’ou

Vy €] — 1;1], arcsin’(y) =
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La dérivée de arcsin est une fonction de classe 4> sur | — 1; 1[. Ainsi, la fonction arcsin elle-méme est de classe € sur | —1; 1].
En —7/2 eten m/2,la dérivée de la fonction sinus sannule : la fonction arcsin présente doncen —1 et en 1 des demi-tangentes
verticales.

On peut alors énoncer le résultat suivant, que 'on vient de démontrer.
Proposition 9.;
Bm———

La fonction arcsin est continue sur [—1; 1], de classe € sur] — 1; 1] et:

Vy E] - ]., ].[, arcsin'(y) . 1—_y2

De plus, la courbe représentative de arcsin présente aux points d’abscisses 1 et —1 des demi-tangentes verticales.

Illustration 9.4. Graphe des fonctions sinus et arc sinus.

Yy

P y = arcsin(x)
DR

L R \ ~ y = sin(x)

I

]

I

|

I

|

|

|

|

I

|

I

1
(SIE]

y=zx

I Lafonction arccos
La fonction cosinus n'est pas bijective de R dans R. Cependant, elle I'est de [0; 7] dans [—1; 1].
Définition 9.5. On appelle arc cosinus et on note arccos la bijection réciproque de la fonction :

07 —  [-L;1]
x = cos(x).

- Autrement dit, pour y € [—1; 1], arccos(y) est 'unique angle compris entre 0 et 7 dont le cosinus vaut y :

e = 15 )
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Proposition 9.6

La fonction arccos est continue sur [—1; 1], de classe € sur | — 1;1[ et:

=1

Vy €] — 1;1[, arccos'(y) = —.
V1= y?
De plus, la courbe représentative de arccos présente aux points d’abscisses 1 et —1 des demi-tangentes verticales. J

Ilustration 9.7. Graphe des fonctions cos et arccos.

y=ux

III Lafonction arc tangente

La fonction tangente n'est pas bijective. Mais sa restriction a I'intervalle | — /2, 7/2[ est bijective.

Définition 9.8. On appelle arc tangente et on note arctan la bijection réciproque de la fonction :

o |—7/2;7/2] — R
H % —  tan(z).

~Autrement dit, pour y € R, arctan(y) est 'unique angle compris strictement entre —7/2 et 7/2 dont la tangente vaut y :

a y=tanzx 3
. vy € R, (arctan(y) =m = {m €l —n/2;7/2] )

Proposition 9.

La fonction arctan est de classe € sur R et :
il
1+92

Vy € R, arctan’(y) =
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Illustration 9.10. Graphe des fonctions tan et arctan.

: Y y = tan(x)
| s |

____________________________ o 2b . e N
E : y = arctan(z)
@ | @ z

ot | %
""""""""""""""" dinl ool e it = o et o

) T2 i

y=z ?

Propriété 9.11

L]

La fonction arctan vérifie :

. T ) T
lim arctan = —— et lim arctan = —.
—69 2 +o0 2
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